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Colle n° 18 Polynomes

e Algebre K[X] des polynomes & une indéterminée sur un corps K. Somme, produit, com-
posée.

e Degré d’un polynéme. Degré d’une somme, d’un produit, d’une composée. Si un produit
de polynémes est nul, I'un des polynémes est nul.

e Division euclidienne.

e Fonctions polynomes. Isomorphisme avec les polyndmes lorsque K est infini (et en parti-
culier si K =R ou C).

e Racines d’un polynéme. Ordre de multiplicité. Un polyndéme de degré d € N posséde au
plus d racines. La somme des ordres de multiplicité des racines est inférieure ou égale au
degré du polyndéme.

e Dérivation. Formule de Leibniz. Formule de Taylor (K =R ou C). Si P € K[X], m € N*
et a € K, alors a est racine de P de multiplicité m si et seulement si P(a) = ... =
PN (q) = 0 et P™)(a) # 0.

e Polynémes scindés. La somme des ordres de multiplicité des racines est égale au degré du
polyndme si et seulement si le polynéme est scindé. Relations entre coefficients et racines
pour un polynoéme scindé (aucune connaissance spécifique sur le calcul des fonctions symé-
triques n’est exigible). Théoréme de d’Alembert-Gauss (démonstration hors-programme).

e Polynémes irréductibles. Décomposition d’'un polynéme non nul en produit de polyndémes
irréductibles. Le cas de R et C.

e Arithmétique des polynoémes : pged, ppcm, algorithme d’Euclide. Théorémes de Bézout
et Gauss. Calcul de pged et de ppem au moyen de factorisations.

e Interpolation de Lagrange : étant donnés xzg, z1, ..., z, € K distincts et yg,...,yn € K, il
existe un unique polynéme P de degré inférieur ou égal a n tel que pour tout i € [0,n]
on ait P(x;) = y;. Expression du polynéme P. Suppression de la condition de degré sur

P.




