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On désigne par E = C°([0,1]) I'ensemble des fonctions continues sur [0, 1] & valeurs réelles. Pour f € E
et n € N* on note B, (f) la fonction définie, pour tout x € [0, 1], par

Bn(f)(z) = zn: <Z)f (i) (1 — )"k

k=0
On remarquera que B, (f) € E et que B, (f) est une fonction polynéme. Les (fonctions) polynémes B, (f)
s’appellent les polynémes de Bernstein.
On note enfin g, p1 et @y les fonctions éléments de E définies pour tout x € [0, 1] par
2

QDO(IL.) = 17@1(53) =z et (,OQ(LL‘) =z

On veillera tout au long du probléme & bien distinguer entre fonction et image d’un réel par une fonction.
Par exemple on distinguera soigneusement la fonction B, (f) et le réel B, (f)(z), image du réel x par la
fonction polynome By (f).
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1. Soient f € E, n € N* et « € [0,1]. A quel ensemble appartient B, (f)(z)? B,(f)? B,? B?
2. Montrer que pour o, € Ret f,g € F, on a

(a) Bn(af + 89) = aBn(f) + BBn(g) (linéarité)
(b) f>0= B,(f) >0 (positivite)

(¢) f<g= Bn(f) < Byn(g) (croissance)

(d) |Bn(f)| < Bu(|f]) (inégalité triangulaire)

3. Montrer que si f € E et si g est définie par g(z) = xf(x), alors pour tout x € [0, 1]

z(1—x)

(Bu(£)' () = Bn(9)(2) — 2Bn(f)(z)

4. (a) Vérifier que pour tout n € N*, B, (o) = ¥o.
(b) En déduire que pour tout n € N*, B, (1) = ;.
(¢) En déduire que pour tout n € N* et tout x € [0, 1]

x(1—x)

Bn(p2)(x) = @2(x) +
IL-
Soit f € E. Soit € > 0 un réel fixé.
1. Montrer qu’il existe un réel a > 0 tel que pour tous z,y € [0, 1],
-yl <a=|flz)-fly)l<e
2. Montrer que l'ensemble {|f(¢)|,t € [0,1]} posséde un plus grand élément. Dans la suite, on note

2M

M = max{|f(t)|,t € [0,1]} et K = o2

3. Montrer que pour tous z,y € [0,1],

|fx) = fly)| < K(z—y)* +e



4. On se donne un réel y € [0, 1] et un entier n € N*.
(a) Montrer que
|f = F(y)eol < K(p2 = 2501 +y°p0) + g0
(b) En déduire que
|Bn(f) = f(¥)Bn(po)| < K(Bn(p2) = 2yBn(#1) +y*Bn(o)) +Bn(s0)

(¢) En déduire que pour tout y € [0, 1],

5. Montrer que pour tout entier n suffisamment grand,

K<
— <e
4n —

6. Démontrer le théoréme de Stone-Weierstrass :

Pour toute fonction f € C°([0,1]) a valeurs réelles, pour tout réel € > 0, il existe un polynéme P
tel que Vx € [0,1],|f(z) — P(z)] < e.

-ITI-

Dans toute cette partie, n désigne un entier naturel non nul.

On s’intéresse & un cas particulier du théoréme énoncé a la derniére question de la partie précédente. On
consideére ici la fonction f : [0,1] — R définie pour tout x € [0, 1] par

Bu(f)(z)=nY nik (Z)xk(l )k = n/ol W1 = z(1 — )" du

k=0
2. (a) Démontrer a 'aide de I'inégalité des accroissements finis que pour tous ¢,t’' € [0, 1],
" — "] < nft —t']
(b) En déduire que pour tous z,z’ € [0, 1], pour tout u € [0,1],
[(1—a(l—u)" = (1 —=2"(1—u)" <n(l —u)z— 2|

puis que la fonction B, (f) est 1-lipschitzienne sur [0, 1].

(¢) En déduire un majorant de

max{|(Bn(f)) (z)],z € [0,1]}
3. (a) En remarquant que xf(z) =1 — f(z), démontrer que pour tout z € [0, 1],

z(1 —x)

(Bn(f))'(x) = 1= (14 2)Bn(f)(x)

(b) En déduire que pour tout z € [0, 1],

1
Bu(H@) = F@)| < o



