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Pour toute fonction f : [-1,1] — R continue, on note

[f1] = max{[f(z)|,x € [-1,1]}

On définit la suite de polynomes a coefficients réels (T},)p>0 en posant Tp = 1, 71 = X et pour
tout n € N,
Tn+2 = 2XTn+1 T,

Les polynomes T;, sont les polynomes de Tchebychev (de premiére espéce).

I Partie I

1. (a) Calculer T(), Tl, TQ, Tg, T4, T5.
(b) Déterminer, pour tout n € N, le degré et le coefficient dominant de 7,.

(c) Montrer que pour tout n € N et tout = € R,
Tn(—x) = (—=1)"Ta(x)

Que vient-on de prouver ?

2. (a) Montrer que pour tout n € N et tout = € R,
T,(cosx) = cosnx

(b) Inversement, soit n € N. Soit P € R[X] tel que pour tout x € R, P(cosx) = cosnz.
Montrer que P = T,,.

3. Déterminer, pour tout n € N, T,,(1), T),(—1) et T,,(0).
4. Déterminer, pour tout n € N, le réel ||T,,]|.
5. Soit n € N*.

(a) Montrer que pour tout k € [0,n — 1],

2n

(b) En déduire toutes les racines de T;,.

Le polynome T,, est donc scindé sur R, toutes ses racines sont simples et elles appar-
tiennent a lintervalle | — 1, 1].

| Partie 11

Dans cette partie, n désigne un entier naturel. On note tg, ..., ¢, les n 4+ 1 racines du polynéme
Ty+1. On pose

n

1
Qn =5 T = [[(X 1))
j=0
On se donne une fonction f : [~1,1] — R de classe C" 1. On note P, le polynéme d’interpolation
de Lagrange de f aux points to,...,t,. On rappelle que deg P, < n et pour tout j € [0,n],

Pa(tj) = f(t5).



1. Que vaut ||Qn]| ?

2. Soit t € [—1,1] un réel qui n’est pas I'un des t;. Soit g : [-1,1] — R définie, pour tout
x € [-1,1], par

(a) Montrer que g est de classe C" ! sur [—1,1].
(b) Montrer que pour tout k € [0,n + 1], g¥) s’annule au moins n 4 2 — k fois sur [—1, 1].

3. Montrer que pour tout t € [—1, 1], il existe £ € [—1,1] tel que

FE)
t) — Po(t) = —5Qn(t
) = Palt) = 0 Q)
4. En déduire que
TSNP aass
"= on(n 1))
| Partie 111
On se donne un réel a > 1/2. On considére la fonction f : [—1,1] — R définie pour tout
x € [-1,1] par
1
@)=

1. Montrer que pour tout z € [—1,1],

f(x)ZQiL(x—lia_xiia)

. En déduire, pour tout n € N et tout 2 € [—1,1], une expression de f(z).

w N

. Montrer que pour tout n € N,

17 <

W

. Quelle est la limite de || f — P, lorsque n tend vers l'infini ?



