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Un nombre complexe z est algébrique lorsqu’il existe un polynéme P € Q[X]\ {0} tel que P(z) = 0. Dans
le cas contraire, z est transcendant.

I Partie I

1. (a) Montrer que tout nombre rationnel est algébrique.

(b) Soit £ un nombre rationnel positif. Montrer que /x est algébrique.
27z ost algébrique.
2. Dans cette question, z désigne un nombre complexe algébrique. On note

Z(z) ={P € QX], P(z) = 0}

(¢) Soit x un nombre rationnel. Montrer que e

(a) Soit A ={degP, P € Z(z), P # 0}. Montrer que A possede un plus petit élément dy.
(b) Soit Py un polynéme non nul et de degré dy appartenant a Z(z). Prouver que

Z(z) ={QP,Q € Q[X]}

(c) Montrer qu’il existe un unique polynéme unitaire II, tel que Z(z) soit ’ensemble des multiples
du polynoéme II,.
(d) Montrer que IT, est un polynéme irréductible de Q[X].

Le polynéme II, est le polynéme minimal du nombre algébrique z.

3. Déterminer les polynémes minimaux de i, de /2, et de v/2 + /3.

| Partie 11

Dans cette partie, z est un nombre complexe algébrique fixé. On note II son polynéme minimal. On pose
Qlz] ={P(z),PeQX]} cC

. Montrer que Q C Qlz].

. Montrer que Q[z] =Q < 2z € Q.

. Soient z,y € Q[z]. Montrer que = — y et zy sont encore dans Q[z].
. Soit z un élément non nul de Q[z].

(a) Montrer qu’il existe @ € Q[X] tel que Q(z) = x et, de plus, d°Q < d°II.
(b) Prouver que @ et I sont premiers entre eux. En déduire que % € Q[z].
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5. Quelle est la structure algébrique de 'ensemble Q[z] ?

I Partie II1

Soit P € R[X]\ {0} un polynéme non nul, de degré m € N. On pose

m

Q=3 P®
k=0

1. Pour tout réel a, on pose
1
R(a) = e"/ ae” “Plax) dx
0

Montrer que R(a) = e*Q(0) — Q(«).
2. Soit n € N*. Montrer qu’il existe un réel positif M (n) vérifiant
Vo € [0,n], |P(@)] < M(n)
3. En déduire que pour tout entier j, 0 < j < n, |R(j)| < e"M(n).



| Partie v

On se propose dans cette partie de démontrer par I'absurde que le réel e est transcendant. On fait ainsi
I’hypothese que e est algébrique.

1. Montrer qu’il existe un polynéme A € Q[X] de degré n > 1 de la forme

n
A= Z aka
k=0
vérifiant A(e) = 0, dont tous les coefficients a; appartiennent a Z, avec de plus ag # 0, a,, # 0.

On fize désormais un tel polynome A. On pose également

prl p p
P X 0 (X )

ou p est un entier supérieur ou égal a 2.
2. On reprend les fonctions @ et R de la partie IIT associées au polynéome P ci-dessus. Calculer
Z?:o a;Q(j) en fonction des a; et des réels R(j).
3. (a) Montrer que pour tout j € [1,7] et tout » € [0,p — 1], P (5) = 0.
(b) Montrer que pour tout r € [0,p — 2], P (0) = 0.
(c) Montrer que PP~ (0) = (—1)"?(n!)?.

On suppose a partir de maintenant que p est un nombre premier.

On admettra le résultat suivant : Pour tout entier r > p, le polynome P") est un polynéme d
coefficients entiers, multiples de p.

4. (a) Montrer que Z?Zl a;Q(j) est un entier divisible par p.

(b) Montrer que pour p assez grand, agP®~1(0) n’est pas divisible par p. On rappelle qu'un
nombre premier divise un produit d’entiers si et seulement si il divise 'un des facteurs de ce
produit.

(¢) En déduire que pour p assez grand
> a;Q0)| > 1
§=0

5. (a) Montrer que pour tout entier j € [0, n]

en (nn—i-l)p
n

RO < T

(b) En déduire que pour tout nombre premier p assez grand

n
Z CLJR(j) <1
=0

6. Conclure.



