MPSI Fonctions convexes 2025 Exo 13

Exercice 1.

1. Soient a,b € R. Montrer que

2. Soient a,b,c € [0, 7]. Montrer que

b 1
sin % > g(sina +sinb + sinc)
3. Soient a,b, c,d € R%. Montrer que

1

2 4 1
na+ b—i—o?)c—l— d > To(lna+21nb+3]nc+4lnd)

4. Soient a,b,c,d, e € [0, 5[. Montrer que

4b 4d 1
tana+ —H;)g—k +€gT6(tana+4tanb+6tanc+4tand+tane)

Exercice 2. Soient p,q € R tels que % + % = 1. Soient a,b > 0. En utilisant la concavité de

la fonction In sur R’ , montrer que
aP bl
—+—>ab
p q
Exercice 3. En utilisant la concavité de la fonction In sur R* , montrer que pour tout n > 1,

pour tous x1,...,x, > 0,
r1+...+xy

n

Vaxy1...xyp <

Exercice 4. Utiliser 'exercice précédent pour montrer que pour tout n > 1, pour tous
Z1,...,Zp > 0, 0n a

Exercice 5.

1. Montrer que pour tout x € [0, 5],

2
—r<sinx <z
T

2. Montrer que pour tout = € [0, J],

2 T
l——z<cosz<——=x
™ 2

3. Montrer que pour tout = € [0, 7],

4
r<tanzx < —x
T

Exercice 6. Soient a,b € R tels que a < b. Soit f € C%([a,b]) telle que f(a) = f(b) = 0. On
note M = maxi, g | f”].



1. Soit g : [a,b] — R définie pour tout x € [a, b] par

Montrer que g est convexe.
2. Soit h : [a,b] — R définie pour tout = € [a, b] par

M
h(z) = f(2) + o (2 — a)(b - @)
Montrer que h est concave.
3. Montrer que pour tout = € [a, b],

()] <

M
> (@ —a)b-2)

Exercice 7. Soit f: R — R bijective, convexe.

1. On suppose que f € D?(R) et que f’ ne s’annule pas (et donc f’ est de signe constant).
Que dire du signe de (f~1)”? Conclusion ?

2. On ne suppose plus que f est dérivable. Que dire de f=1?
Exercice 8. Soit f: R — R convexe.

1. Montrer que f a une limite en +o0o (réelle ou 400 ou —c0).
I(@)
x
3. Si @ — a € R lorsque £ — 400, montrer que f(z) — ax a une limite en 400 (réelle

ou —00).

2. Montrer que x — a une limite en +o00 (réelle ou +00) .



