MPSI Groupes symétriques 2025 FExo 24

Exercice 1. Calculer pour les permutations ci-dessous : leur décomposition en produit de
cycles de supports disjoints, une décomposition en produit de transpositions, leur ordre, leur
inverse, leur signature.

Lot 23456 7 809 10
"7 \4 37651109 2 8
2. 0=(123)(234)(345)(456)

@

c=(1234)(2345)(3456)
4. 0=(12345)(23456)(12345)"1

Exercice 2. Pour quelles valeurs de n le groupe symétrique &,, est-il abélien? Méme question
pour le groupe alterné 2A,,.

Exercice 3. Montrer que pour tout n > 3, le groupe alterné 2, est engendré par les 3-cycles
(i.e. toute permutation paire est un produit de 3-cycles).

Exercice 4.
1. Soit 0 € &,,. Montrer que ¢ commute avec toutes les permutations si et seulement si o
commute avec toutes les transpositions.
2. Trouver le centre de &, c’est a dire les permutations qui commutent avec toutes les

permutations de G,,.

Exercice 5. Déterminer de méme le centre de 2,. On fera appel & des 3-cycles.

Exercice 6. Montrer que toute permutation de &,, est un produit de transpositions du type
(t(i+1)oniell,n—1].

Exercice 7. Montrer que la transposition 7 = (1 2) et le cycle v = (1 2... n) engendrent &,,
c’est a dire que toute permutation de &,, est un produit ou n’apparaissent que les permutations
T, v et 7*1.
Exercice 8. Soient 0 € &, et v = (x; ... x) un cycle de longueur k.

1. Montrer que oyo~! est un cycle que I'on déterminera.

2. Application : calculer (12345)(23456)(54321).

3. Inversement, soient 7 et 7/ deux cycles de méme longueur k dans &,,. Existe-t-il 0 € &,

telle que 7' = oyo =1 ?

Exercice 9. Soit (G, x) un groupe fini de cardinal n € N*. Pour tout ¢ € G, on note 7,
l'application G — G définie pour tout « € G par 74(z) = gz.

1. Montrer que pour tout g € G, 7, € 6(G).

2. Soit 7 : G — &(G) définie par 7(g) = 74. Démontrer que 7 est un morphisme injectif de
groupes.

3. Démontrer le théoréme de Cayley : tout groupe fini de cardinal n est isomorphe a un
sous-groupe de G,,.

Exercice 10. Montrer que les transpositions (1 i), ¢ € [2,n] engendrent &,,.

Exercice 11. Soit f: (&,,0) — (C*, X) un morphisme de groupes.

1. Soit 7 une transposition. Que vaut f(7)?

2. Soient 7,7’ deux transpositions. Montrer qu’il existe o € &,, telle que 7 = oTo 1.



3. En déduire que toutes les transpositions ont méme image par f.
4. Déterminer f.

Exercice 12. Soit n > 2. Soit v = (1 2.

.. n). Déterminer toutes les permutations o € &,, qui
commutent avec 7.

. .. (1 2 3 45 6 78
Exercice 13. 801‘50—(3 7 8 9 45 2 1 6

9) . Calculer 02025,

Exercice 14. Soient v et 7/ deux cycles de &,,.

1. On suppose que v et v commutent. Montrer que les supports de v et 7/ sont soit égaux,
soit disjoints.

2. Etudier la réciproque.



