MPSI Intégration 2025 Exo 26

Exercice 1. Soit f € C°([0,1]). Pour tout n € N, on pose I,, = f01 2" f(x) dx

1. Montrer que I,, tend vers 0 lorsque n tend vers l'infini.

2. On suppose que f € C1([0,1]) et f(1) # 0. Déterminer un équivalent de I, lorsque n tend
vers 'infini.

Indication : intégrer par parties.
1 t2n+2

1241 dt.

Exercice 2. Pour n > 2, on pose u, = [,

1. Prouver que u,, ~ R lorsque n — oo.

2. Soit v, =1 — % + l + -+ (2;2: Calculer v, en fonction de u,,.
1)k

3. En déduire la limite, lorsque n — oo, de >_}_ %

Exercice 3. Déterminer la limite éventuelle des suites dont le terme général est donné ci-
dessous. Toutes ces suites sont liées & des sommes de Riemann.

L2YIioi(n+k) 2 55000 (1 + %) 3. 500 iy 4 n
Exercice 4. Soit f une fonction de classe C! sur [0,27]. Montrer que foﬂ f(t)sinntdt tend
vers 0 lorsque n tend vers l'infini.

Exercice 5. Montrer que le résultat précédent reste valable si, au lieu de supposer f de classe
C!, on la suppose en escalier. En déduire que le résultat reste vrai pour toute fonction continue
par morceaux.

Exercice 6. Soient a,b € R, a < b. Soit f € C%([a, b]). Soit g : [a,b] — R une fonction continue
par morceaux et positive.

1. Montrer l'existence du minimum et du maximum de f sur [a,b]. On note m et M ce
minimum et ce maximum.

2. Montrer que mffg < f;fg < Mf;g.
3. En déduire la premiére formule de la moyenne : il existe ¢ € [a, ] tel que

/abfng(C)/abg

Exercice 7. Soit x € R\ {—1,1}. Calculer a 'aide de sommes de Riemann l'intégrale

27
/ In(1 — 2z cost + x2) dt
0

1
Exercice 8. Soit f continue sur [a,b] (a < b). Pour n > 1, on pose u,, = (ff lf ()™ dt)z On
pose M = max{|f(z)|,a <z < b}. On se donne un réel ¢ > 0.
1. Montrer que pour tout n > 1, on a u, < M(b— a) En déduire que pour tout n assez
grand, on a u, < M +¢.
2. Montrer que pour tout entier n assez grand, on u,, > M —e. On pourra introduire un réel
c tel que |f(c)| = M, puis considérer ¢ > 0, tel que pour tout = € [c — &, ¢+ d], f(z) >
M —¢e/2.
3. En déduire que u,, possede une limite lorsque n tend vers I'infini, et calculer cette limite.



Exercice 9. Soit f : [0,27] — R de classe C? et telle que f” > 0. Déterminer le signe de
2T f(t) cost dt.

Exercice 10. Soit f : [0,1] — [0, 1], continue, non identiquement nulle, et telle que fol f=
fol f2. Montrer que pour tout = € [0,1], f(z) = 1.

Exercice 11. Soient a,b € R tels que a < b. Soit f : [a,b] — R continue. Soient m =
min{ f(x),x € [a,b]} et M = max{f(z),z € [a,b]}. On suppose que m > 0.

1. Montrer que

m 1 b b1 m
2/ (b—a) < — <1+ )b -
M(b a)_M/(Lf+m/[lf_<+M>(b a)
Indication : On pourra étudier la fonction ¢ : [m, M| — R définie par ¢(t) = 77 + 2.

2. Montrer que
o (m+ M)?

(b—a)QS/abf/ab}S(b—a) A

Indication : Pour la premiére inégalité, utiliser Schwarz. Pour la deuxiéme inégalité, on
1 1\ 2

pourra remarquer que (( I} f f) > —vVmM ( /! : %) 2) > 0, puis utiliser la question précé-

dente.

Exercice 12. Soit f : [a,b] — R continue.

1. On suppose que pour toute fonction g : [a,b] — R continue on a | (f fg = 0. Montrer que

f=0.
2. On suppose que pour toute fonction g : [a,b] — R de classe C* on a f: fg = 0. Montrer
que f =0.

Exercice 13. Trouver la limite lorsque z tend vers 1, > 1, de [ ’ 1%'

Indication : ﬁ = ﬁ, puis IPP.

Exercice 14. Soit f : R — R, une fonction de classe C2. On suppose que f” est bornée sur

R et on note
M = sup{\f’/(m)|,x € R}

1. Montrer : Va,y € R, f(x) + yf'(z) + y—;M > 0.
2. En déduire : Vz € R, |f/(x)] < /2M f(x).



