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Dans cet article, I désigne un intervalle de R contenant au moins 2 points. Les deux définitions
ci-dessous ne sont pas standard .. ..

Définition 1. Soit f: I — R. On dit que f est quasi-lipschitzienne sur I lorsque

Ve > 0,3k > 0,Vz,y € I,|f(y) — f(z)| < kly— x| +¢

En nous inspirant de la définition de la continuité uniforme, tentons un échange de quantificateurs
et donnons une autre définition :

Définition 2. Soit f: I — R. On dit que f est uniformément quasi-lipschitzienne sur I lorsque

Elk>0,V€>0,Vx,y6[,|f(y)—f(x)| §k|y—$‘+€

Proposition 1. Soit f : I — R. La fonction f est quasi-lipschitzienne sur I si et seulement si
elle est uniformément continue sur I.

Démonstration.
(=) Supposons f quasi-lipschitzienne sur I.

Soit € > 0. Appliquons la définition 1 a %5. Donnons-nous donc k£ > 0 tel que

v,y € 1,1f(y) — f()| < Ky — ol + 5

Soit a = gz. Soient x,y € I. Supposons que |y — z| < a. On a alors

() — F(@)| < kly — 2| < ak + % _.

Ainsi, f est uniformément continue sur /.
(<) Supposons f uniformément continue sur I.

Soit € > 0. Appliquons la définition de la continuité uniforme a €. Donnons-nous donc a > 0 tel
que
Ve,ye e -yl <o = |f(x) - fly)| <e

Soient x,y € I. Supposons par exemple z < y. Par le théoréme d’Archiméde, il existe n € N tel
que
r+na<y<z+(n+l)a

Ecrivons le télescopage

n—1

fly) = f@) = fy) = fl@+na) + > _(fl@+ (k+ Da) = f(z + ka))

k=0



Passant a la valeur absolue et utilisant I'inégalité triangulaire, on obtient

n—1

1f(y) = F@)| < 1f() = fl@+na)|+ D [f@+ (k+1)a) — f(z + ko)l

k=0

Pour tout k € [0,n — 1], [(z + (k + 1)a) — (2 + ka)| = a. On a donc
\f(z+ (k+1)a) - f(z+ka)| <e

De méme, |y — (z + na)| < a et donc

[f(y) = fle+na)| <e

De 1a,

n—1

F@) — f@)| <e+ > e=c+ne

k=0

Remarquons maintenant que l'inégalité na <y — x entraine que n < =%, Ainsi,

€
[f(y) = fa)l s e+ —(y—2) =e+kly |
en posant k = = et en remarquant que y —x > 0. Ainsi, f est quasi-lipschitzienne sur I.

Passons maintenant aux fonctions uniformément quasi-lipschitziennes.

Proposition 2. Soit f : I — R. La fonction f est uniformément quasi-lipschitzienne si et
seulement si elle est lipschitzienne.

Démonstration.

(=) Supposons f uniformément quasi-lipschitzienne. Soit k£ > 0 tel que pour tout € > 0,
Va,y € L[ f(y) — f(x)| < kly — x| +¢

Soient x,y € I. On a pour tout € > 0,

[f(y) = flx)| —kly —z| <e
Ainsi,

[f(y) = f(x)] = kly — 2| <0
ou encore

[f(y) = f(2)] < kly — |
Ainsi, f est k-lipschitzienne sur I.

(«=) Supposons f k-lipschitzienne sur I, ot k > 0. Soient z,y € I. On a
1f() = f@)| < kly—a| <kly — = +¢

Ainsi, f est uniformément quasi-lipschitzienne sur I.

En conclusion rigolote, une fonction est lipschitzienne si et seulement si elle est « uniformément
uniformément continue » :-).



