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Résumé

Dans cet article, K désigne un corps de caractéristique différente de 2 (c’est a dire dans
lequel 2 # 0). La composition des polynomes est une opération qui n’est pas commutative.
Cependant, il existe des familles de polynémes qui ont la propriété de commuter entre-eux :
une famille (P,),>0 de polynomes est appelée une chaine lorsque

e Pour tout entier n, d°P, = n

e Pour tous entiers m et n, P, o P, = P, 0 P,
Nous allons montrer qu’il existe « essentiellement » deux chaines de polynémes. Notre hypo-
theése que K est de caractéristique différente de 2 ne sera pas rappelée a chaque fois, mais le
lecteur se rendra compte de la nécessité permanente de faire des divisions par 2 dans ce qui
va suivre.

1 Deux chaines de polyndémes
Commengons par exhiber deux chaines.

1.1 Les puissances de X

La premiére chaine est évidente.

CProposition 1. La famille (X™),>0 est une chaine. )

Démonstration. La condition sur les degrés est évidemment respectée. De plus,

O

1.2 Les polynémes de Tchebychev

Cette seconde chaine est beaucoup moins évidente.

On définit les polynomes de Tchebychev T, par récurrence sur n en posant Ty = 1, 71 = X, et,

pour tout n > 0,
Tn+2 = 2AX'T‘n—I-l =Ty

Les premiers polynémes de Tchebychev sont Tp =1, Ty = X, Th = 2X2 — 1, T3 = 4X3 — 3X.



CProposition 2. Pour tout entier n, le degré de T}, est n. )

Démonstration. On fait une récurrence a deux termes sur n.

C’est évident pour n =0, 1.

Soit n > 0. Supposons d°Ty, =n et d°1T,,+1 =n+ 1. On a alors
d°(2XTh41) =n+2>d°T,

et donc
dOTn+2 = do(2XTn+1 - Tn) =n-+ 2
O

Les deux lemmes qui vont suivre font appel a des notions sur les fractions rationnelles. Ils per-
mettent de prouwver dans le cas d’un corps quelconque la proposition 5. On pourra admettre les
résultats.

Lemme 3. Soit P un polynoéme vérifiant P o (3(X + %)) = 0 dans le corps des fractions
rationnelles K(X). Alors P = 0.

Démonstration. Soit F = 3(X + &) € K(X). Comme d°F =1 > 0, on a dans le corps K(X)
d°(P o F) = d°P x d°F = d°P
Si Po F =0, alors d°P = —o0, donc P =0. [J

Lemme 4. On a pour tout entier n,

Ty o @(X + )1()> = %(X” + %)

Démonstration. On fait une récurrence a deux termes sur n.
C’est clair pour n =0, 1.

Soit n > 0. Supposons la propriété vérifiée pour n et n + 1. On a alors

1 1 1 1.1 1 1 1
T, (X4 =) ) =22(X + =)= (xntt — (X" 4+ —
wae (5004 30)) =23+ )5 (X 4 o) = 5+ 5)

1
X nt2 )

= %(X”“Jr

ou la derniére égalité est obtenue par un simple développement. [

Proposition 5. Pour tous entiers m et n,

T ol =Tmn

Démonstration. On a

T 0 Ty 0 <;(X+ )1()) =Tno <;(X" + ;n))
1 1
)

— (XM 4
= Tyun © <;(X+ )1())

2 an



Ainsi,

De 1a, par le lemme 3,

O

CProposition 6. La famille (7},),>0 est une chaine. )

Démonstration. La condition de degrés est respectée. De plus,
Tpoly=Tnn=Tym =TpoTy

O

Nous allons maintenant préciser le sens du mot « essentiellement » cité au début du document
en étudiant une relation d’équivalence sur ’ensemble des polynomes.

2 Polynoémes conjugués

2.1 Polynémes inversibles pour la composition

[Proposition 7. Les polyndémes inversibles pour la composition sont les polynémes de degré]
1.

Démonstration. Soit P un polynéme. Supposons qu’il existe un polynéme @ tel que Po@Q = X.
On a

d°(Po@Q)=d°Pxd°Q=d°X =1
Ainsi, d°P = 1.
Inversement, supposons que P = a X +b est de degré 1. Alors, P est inversible pour la composition.
Son inverse est

p—lzlx_é
a a

O

2.2 Conjugaison

Le polynéme Q est conjugué du polynéme P lorsqu’il existe un polynéme A de degré 1 tel que
Q=X'oPo)

On note dans la suite P ~ @ lorsque @) est conjugué de P.

CProposition 8. La relation de conjugaison est une relation d’équivalence sur K[X]. )
Démonstration.
e Soit P un polynéme. On a P = X 1o Po X, oit X~ ! = X est sa propre réciproque. Et
donc P ~ P.



e Soient P et ) deux polyndmes. Supposons que P ~ Q. Il existe donc A de degré 1 tel que
Q=X'oPo\ On a alors

P=ptoQopn
ou p = AL Ainsi, Q ~ P.
e Soient P, () et R trois polynémes. Supposons que P ~ Q) et () ~ R. Il existe donc A et
de degré 1 tels que Q =A"toPolet R=p"'oQopu. On a alors

R=v'oQov

ou v = Ao pu. Ainsi, P ~ R.
O

1l est intéressant de remarquer que la relation de conjugaison permet, dans le cas des polyndmes
de degré 2, de se ramener a un coefficient dominant égal a 1 et d’éliminer le terme de degré 1.

Proposition 9. Soit P = aX? + 3X + v un polynéme de degré 2. Alors P est conjugué
d’un polynéme X2 + ¢, ou ¢ € K.

Démonstration. Soit A = aX + b. On a, aprés simplifications,
A loPol=aaX?+ (2ab+ )X +c
ol ¢ € K. On obtient le résultat en prenant a = é etb=—2.0

— 5.

2.3 Conjugaison et chaines

Montrons maintenant que la relation de conjugaison préserve la propriété de chaine.

Proposition 10. Soient P et ) deux polynomes qui commutent. Pour tout polynéme A
de degré 1, les polynomes A" o Po X et A™' o Q o A commutent.

Démonstration.

A loPoXo(A1oQoA)=A1oPoQoA
=A1oQoPo)
=(A1toQoNo(A1oPo))

0

Proposition 11.  Soit (P,)y>0 une chaine. Soit A un polynéme de degré 1. La famille
(A" o P, 0 A)y>0 est encore une chaine.

Démonstration. La condition de degrés est respectée et, comme nous venons de le voir, les
polynémes A~ ! o P, o A commutent. [J

Ainsi, étant donnée une chaine, il est possible par conjugaison de créer d’autres chaines. Toutes
ces chaines sont « essentiellement » identiques.

3 Une réciproque

Nous allons tout d’abord montrer un certain nombre de résultats concernant les polynémes de
degré 2.



3.1 Polyndmes qui commutent avec un polynéme de degré 2

Lemme 12. Soit P un polynéme de degré 2 unitaire. Soit ¢ un polynéme de degré k > 0.
Si P et (Q commutent, alors () est unitaire.

Démonstration. Ecrivons P = X2 4+ X + ~. Posons Q = a X" + Q, ol dOQ <k.Ona
Q*+5Q+y=aP"+QoP

L’égalité des termes de degré 2k donne

d’ou, puisque a # 0, a = 1.

Lemme 13. Soit P = X? + ¢ un polynéme qui commute avec un polynéme Q de degré
impair. Alors (Q est impair.

Démonstration. On a
Q*+c=Qo(X*+¢)
et donc
Q=X +¢c=Qo((-X)?+0)=Qo(X?’+0)=Q(X)? +¢

ot Q(X) est un pléonasme pour Q. Ainsi,
Q(—X)? = Q(X)?

De 14, comme K[X] est un anneau intégre, Q(—X) = £Q(X) et @ est donc pair ou impair.
Comme @ est de degré impair, ) ne peut pas étre pair. Donc @) est impair. [

Lemme 14. Soit P = X? + ¢ un polynéme qui commute avec un polynéme @ de degré 3.
Alors

e Si la caractéristique de K est différente de 3, alors P = X2,Q = X2 ou P = X? —
2,Q = X3 - 3X.

e Si la caractéristique de K est égale a 3 (c’est a dire si 3 = 0 dans le corps K), il faut
rajouter la solution P = X2 — 1, Q = X?3.

. /

Démonstration. Par les deux lemmes précédents, () est unitaire et impair : Q = X3 + bX, ot
beK. Ona
(X34+0X) 2 4 c= (X2 + ) +b(X? +¢)

d’oti, en égalant les coefficients des termes de méme degré,

20 = 3c
2 = 32+
c = A+be

La derniére égalité suggeére de discuter sur la nullité de c.

Cas 1 : ¢ =0. On a alors par la premiére égalité b = 0. Ainsi, P = X2 et Q = X3. Inversement,
ces deux polyndémes commutent.

Cas 2 : ¢ # 0. On a par la derniére égalité b = 1 — c?. En reportant dans la premiére égalité, on
obtient
2¢2 +3¢—-2=0



d’oﬁcz—?ouc:%. Sic= -2, alorsb:%c:—?). On aalors P = X% -2et Q = X3 - 3X.
On vérifie facilement que ces deux polynémes commutent.

Sic= % alors b = %c = %. Mais alors,

9 3
b'=—#£37+b="

16 # 3¢ + 5
sauf dans le cas ot la caractéristique de K est égale a 3 ou 5. En effet, dans ce cas, 3x16—-9x 2 =
30 = 0.

Si la caractéristique de K est 3, on trouve alors ¢ = 2 = —1 et b =1 — ¢ = 0. Inversement les

2
polynémes X2 — 1 et X3 commutent.

Si la caractéristique de K est 5, alors ¢ = % = —2etb=1-c? = —3, et on retrouve les polyndémes
déja obtenus P = X? —2 et Q = X3 —3X. [

Proposition 15. Soit P un polynéme de degré 2. Soit k£ > 1. Alors P commute avec au
plus un polynéme de degré k.

Démonstration. Quitte & conjuguer, on peut supposer P = X2 + ¢ oul ¢ € K. Supposons que
P commute avec deux polynémes distincts Q1 et Q2 de degré k. On vérifie facilement que @ et
()2 sont unitaires. Posons R = ()1 — Q2. Le polynéme R est de degré strictement inférieur a k.
On a

Qi +c=Qio(X*+¢)
Q5+c=Qa0(X*+¢)

d’ot1, en soustrayant,

(Q1— Q2)(Q1 +Q2) = (Q1 — Q2) o (X* +¢)

ou encore

R(Q1+Q2) = Ro (X?+0)
Posons r = d°R. Comme d°(Q1 + Q2) =k, on ar + k = 2r, d’ou r = k, contradiction. (J

3.2 Le théoréme de Block et Thielman

Nous voici arrivés au théoreme central du document.

Proposition 16. Soit K un corps de caractéristique différente de 2. Il existe & conjugaison
prés exactement deux chaines de polynomes a coefficients dans K : (X"),>0 et (T},)n>0-

Démonstration. Commencons par le cas ol la caractéristique de K est différente de 3.

Soit (Py,)n>0 une chaine de polynomes. Par une conjugaison judicieuse, on peut supposer P, =
X% + ¢, ot ¢ € K. Comme P, et P; commutent et que P est de degré 3, on a P, = X? ou
Py=X?%-2.

Commencons par le cas ot P, = X2. Pour tout entier & > 1, P, commute avec au plus un
polynome de degré k. Or, P, commute avec X*. Il en résulte que P, = X*. Enfin, P, commute
avec Py = a constant non nul. Il en résulte que a? = a, et donc a = 1. Ainsi, Py = X°. Finalement,
(Pn)nz0 = (X")n>o0.



Considérons maintenant le cas ott P, = X? — 2. Conjuguons la chaine (Pn)n>0 par A =2X. On
a
1
AMloPol= 5 P2 (2X) = 2X?2 —1="T

On conclut alors, comme dans le premier cas, que la chaine conjuguée est (17,)n>0.

Regardons maintenant le cas ot la caractéristique de K est égale & 3. Il reste a examiner ce qui se
passe lorsque P, = X2 —1. Nous allons raisonner par contradiction et supposer que P, appartient
a une chaine. Le polynéme P commute alors avec le polynéme Ps, de degré 5. Par le lemme 12,
le polynéme Ps est unitaire. Par le lemme 13, il est impair. Ainsi, Ps = X° + aX? + bX, ou
a,b € K. On a alors

(X5 +aX?+bX)? —1=(X?>-1)°+a(X? -1 +b(X*-1)

ce qui donne en regardant les coefficients de degrés 8, 6, 4 :

2a =1

a?+20 = 1+a

2ab = -1
La premiére égalité fournit ¢ = 2. En reportant dans la seconde égalité, on obtient 4 + 2b = 3
c’est a dire 1 +2b =0, d’ott b = 1. En reportant dans la troisiéme égalité, il vient 4 = —1, ce qui
est impossible en caractéristique 3 (car alors 1 = —1 d’ou 2 = 0).

Il nous reste & montrer que les chaines (X"),>0 et (T5,)n>0 ne sont pas conjuguées. Supposant
le contraire, il existe A = aX + b, ott a,b € K, a # 0, tel que

To=XAtoX%0)\

On en déduit )
b —b
2X2 - 1=aX?>+2bX +

Ceci oblige a la fois 2b =0 et % = —1, ce qui est impossible. [



