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Résumé

On expose dans ce qui suit le cas réel d’un résultat di & Jordan et Von
Neumann. Dans tout espace préhilbertien réel F, la norme euclidienne
vérifie identité du parallélogramme :

Va,y € B, [lz +yl* + llz — yI* = 2(|l=[* + lylI*)

La réciproque est également vraie : une norme vérifiant l'identité du
parallélogramme est nécessairement une norme euclidienne.

Le sens direct ne présente pas de difficulté.

Proposition 1. Soit E un espace préhilbertien réel. On a lidentité du
parallélogramme :

Va,y € B, |lz +ylI* + [lz — yl* = 2(|=[*) + [ly]I*)
Démonstration. Notons < , > le produit scalaire de F. Soient =,y € F.

On a, par bilinéarité du produit scalaire,

[l +y]? <ztyat+y>=|z|?+ |y +2<2,y>
le—yl? = <z-yz—y>=|zP+|yl*-2<z,y>

En ajoutant ces deux égalités, on obtient le résultat. [ [
Voici I’énoncé de la réciproque.

Proposition 2. [Jordan, von Neumann/ Soit E un espace vectoriel réel. On
suppose E muni d’une norme || || qui vérifie l'identité du parallélogramme.
Alors la norme || || est euclidienne. Plus précisément, application < , >:
E x E — R définie pour tous x,y € E par

1
<ay>= (lo+ylP =l - yl?)

est un produit scalaire sur E et la norme || || est la norme associée a ce
produit scalaire.



1l s’agit de démontrer que < , > est une forme bilinéaire symétrique définie
positive sur E, et que 'on a pour tout x € E, < x,x >= |z|*. Commengons
par le plus facile.

Lemme 3. Pour toutx € E, < z,7 >= ||z|]2.
Démonstration.
<z >= i(H?ﬂé‘ll2 —[l0]%) = [|=[I?
O
Corollaire 4. Pour tout x € F,
{ <z,x>>0

< z,x > =0 si et seulement st x =0

Démonstration. Cela résulte immédiatement des propriétés d’une norme.
O
Lemme 5. Pour tous z,y € F, < x,y >=<y,x >.

Démonstration. C’est évident. [J

Nous en arrivons a la partie la plus délicate, a savoir la linéarité en la pre-
miere variable de < , >.

Lemme 6. Pour tous xz,y,z € E, on a

lz + 3+ 2l* = llz +ylI* + ly + 201 + lla + 2> = l2]® = llyl* — 1|21

Démonstration. On utilise de facon répétée I'identité du parallélogramme.
Tout d’abord,

() 2z +y+ 2+ 20y — 2 = llz + 2y + [l= + 22
Prenons successivement z = 0 et y = 0 dans (). On obtient

2z +yl>+20yll? = llo+2y)* + ||
20w+ 2l” + 202l = [l + ]z + 22/

Reportons dans (x) les valeurs de ||z + 2y||? et ||z + 2z|* que nous donnent
les deux égalités ci-dessus, puis divisons par 2. On obtient

lz + 3+ 2l + ly = 2> = =+ ylI* + lyll* = lel® + llz + 2] + 1|2

Remplagons enfin dans cette égalité ||y — z[|* par 2||y||* + 2[|z(]* — [ly + =|*.
11 vient

lz+y+2l* 2yl +201 217 = ly+21* = o +y P +lyl? =l 1+ lo+ 2] +l2]



d’ou, enfin,

lz +y + 2] = llz +ylI* + llz + 21> + lly + 20> = 2> = llylI* — |2
O
L’additivité est maintenant facile a prouver.
Lemme 7. Pour tous x,y,z € E, <z +y,z>=<x,2>+ <y,z>.
Démonstration. On utilise deux fois le lemme précédent avec (z,y, z) et
(z,y, —2).

d<xtyz> = lz+y+ 2% —||lz+y—2|?
= (lz +yll? + lly + 20* + = + 20 = =]* = llyll* = 121*)
— (lz+yll>+lly = 2017 + llz = 20 = |=[* = llyll* = 121*)
= (lz + 21> = llz = 2[1*) + (ly + 2[1> = lly — 2]1*)
= d<z,z>+4<y,z>

O

Assez curieusement, ce qui reste & faire est plus subtil. Il nous reste a montrer
que pour tous x,y € F et tout ¢ € R, on a < cx,y >= ¢ < x,y >. On
commence par montrer que cect est vrai pour les rationnels.

Lemme 8. Pour tous x,y € F et toutr € Q, <rz,y>=r < zx,y >.

Démonstration. Par le lemme 7, la fonction xz +—< x,y > est un mor-
phisme du groupe (E,+) vers le groupe (R, +). Les morphismes de groupes
conservant les multiples, on a donc pour tout p € Z et pour tous z,y € E,
<pr,y>=p<zT,Y>.

Soit r € Q. Posonsrz%,oﬂp,qEZetq;éO. On a
q<rr,y>=<qrr,y >=<pr,y >=p<x,Yy >
En divisant par ¢, on en déduit

<rx,y>:§<x,y>:r<m,y>

O

Notre futur produit scalaire est donc Q-linéaire en sa premiére variable.
Comme il est symétrique, il est donc Q-bilinéaire. Nous allons voir que nous
avons juste assez pour prouver l’inégalité de Schwarz. Elle nous servira en-
suite pour montrer la R-bilinéarité.

Lemme 9. Pour tous z,y € E, | <z,y > | <|z| |yl



Démonstration. Si y = 0, l'inégalité est évidente et se réduit a 0 = 0.
Prenons donc y # 0. En utilisant la symétrie et la Q-bilinéarité, on a pour
tout r € Q,

0<lz—ryllP =<z —ry,z —ry >=||lz|* = 2r <,y > +r?|ly|?
Q est dense dans R. Il existe donc une suite (75,),>0 de rationnels telle que

N <x,y>
s [yl

On a pour tout entier n,
0 < [z = 2r, < 2,y > +r7 |1yl
Un passage a la limite dans 'inégalité large ci-dessus donne

<xy>? <wy>?
[y]2 [[y]4

ou encore, en multipliant par ||y||?,

0 < ||z~ 2

Iy1®

0 < [ll*llyl*~ < 2,y >*
O
Nous pouvons maintenant étendre le résultat du lemme 5 a tous les réels.
Lemme 10. Pour tout c € R et tous z,y € E, < cx,y >=c<x,y >.

Démonstration. Soit (r,,),>0 une suite de rationnels qui tend vers c¢. On

a
| <rpz,y>—<cr,y>| = | <(rn—c)z,y>| (Q-bilinéarité)
< |(rn = )|l ||yl (Inégalité de Schwarz)

= |rn —¢| |lz|| [yl (Propriétés des normes)

Faisons tendre n vers l'infini. Le majorant tend vers 0, et donc < r,z,y >
tend vers < cx,y >. Mais par le lemme 6, < rpx,y >=1r, < z,y >, et cette
quantité tend vers ¢ < z,y >. Par unicité de la limite, on en déduit

<cx,y>=c<x,y>
O

1l ne reste plus qu’a faire le bilan de ce qui précéde.

e Par les lemmes 7 et 10, <, > est linéaire en sa premiére variable.

e Par le lemme 5, < , > est symétrique.

e Par les deux premiers points, < , > est linéaire en sa deuxiéme va-
riable.



e Par le corollaire 4, <, > est défini positif.
e Par le lemme 3, la norme associée & <, > est la norme || |. O
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