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Proposition 1. 1[I existe un corps C vérifiant les propriétés suivantes :

e RCC.
o Il existe i € C tel que i®> = —1.
e Pour tout z € C il existe un unique couple (x,y) € R? tel que z = x +iy.

Un tel corps est unique a isomorphisme pres.

1 Choisir un ensemble C

Il existe de nombreuses fagons de construire le corps des nombres complexes.
Nous allons choisir dans cet article la plus « élémentaire », c’est a dire celle qui
fait appel au moins possible de notions. Ce n’est pas la fagon la plus rapide de
construire les nombres complexes, mais c’est sans doute celle qui demande le
moins de prérequis.

Posons C = R2.

2 Une structure de corps sur C

2.1 Addition
Pour tous z = (x,y) et 2/ = (z/,y’) éléments de C, posons

z+2 =@+2y+y)

Proposition 2. L’addition dans C vérifie les propriétés suivantes.

Commutativité : pour tous z,2' € C, z+2' =2/ + 2.

Associativité : pour tous z,2',2" € C, (z+2')+ 2" =2+ (& +2").
Neutre : Pour tout z € C, z+ (0,0) = z.

Opposé : pour tout z € C, il existe z' € C tel que z + 2/ = (0,0).

(C,+) est un groupe abélien.



Démonstration.

e Soient z,z" € C. Il existe z,y, ',y € R tels que z = (x,y) et 2’ = (2, ¢').
On a

/

22 = (zy)+ (@ y)

= (z+2'y+y)

(@' + 9 +y)

= (2",y) + (z,9)
24z

Ainsi, I’addition est commutative.
e Soient z,z', 2" € C. Il existe x,y,2’,y',2",y" € R tels que z = (z,y),
2= (2',y) et 2/ = (2",y"). On a

(z,y) + (2, 9") + (2", y")
r+ay+y)+ (@, y")

(z+a)+2" (y+y')+y")
4 (" +2"),y+ (Y +y"))
.7;,) ( +xay +y)

y)+ (@ 2") + (")
(2" +2")

(z+2)+2" =

(
(
(
(
(
(

Ainsi, I’addition est associative.
e Soit z € C. Il existe 2,y € R tels que z = (z,y). On a

24 (0,0) = (z,y) + (0,0) = (. + 0,y + 0) = (z,y) = 2

Ainsi, (0,0) est neutre pour ’addition dans C.
e Soit z € C. Il existe z,y € R tels que z = (x,y). Soit 2’ = (—z, —y). On
a

242 = (2,9) + (-2, —y) = (z — 2,y —y) = (0,0)

Ainsi, 2’ est 'opposé de z pour l'addition. Dorénavant nous noterons
b

!

2 =—z.

O

2.2 Multiplication

/

Pour tous z = (z,y) et 2’ = (a/,y’) éléments de C, posons

22" = (za’ — gy, xy’ +2'y)

Proposition 3. La multiplication dans C vérifie les propriétés suivantes.

o Commutativité : pour tous z,2' € C, zz2/ = 2'z.



o Associativité : pour tous z,2',2" € C, (22)2" = z(z’z”)
e Distributivité : pour tous z, z ,z” €C, z2(2 +2") = 22"+ 22".
e Neutre : Pour tout z € C, z x (1,0) =

(C,+, x) est un anneau commutatif.

Démonstration.

e Soient z,2" € C. Il existe z,y, 2,3y’ € R tels que z = (x,y) et 2/ = (a/,y).
On a

2 = (z,y)y)
(

zx' —yy' xy' + 2'y)

/

= (@r—yy2y+ay)
(

' y') (@, y)

!
= ZZz

Ainsi, I’addition est commutative.
e Soient z,7/,2" € C. Il existe z,y,2’,v', 2",y € R tels que z = (z,y),
2= (a,y) et 2" =(2",y"). On a

(222" = (=), y)(=", ")
= (22 — gy xy’ +2'y)(2",y")
_ ($£ZZ/1‘H _ yy/x// _ zy'y” _ z'yy",

1,0 1,1 /i )

Ty —yYyy +xywx —I—xyx

En développant z(z'z") on trouve la méme valeur. Donc,
(ZZ/)Z// — Z(Z/Z//)

Ainsi, la multiplication est associative.
e Soient z,72',7" € C. Il existe z,y, 2",y , 2", y" € R tels que z = (z,y),
2= (a,y') et 2" = (2”,y"). On a

22 +2") = (zy)@ +y, 2" +y")
_ (l‘xl +xy/ _ yx” _ yy”,xm” —I—a:y” +ym/ +yy/)

En développant zz’ 4+ zz” on trouve la méme valeur. Donc,
2(2' +2") = 22" + 22"

Ainsi, la multiplication est distributive par rapport & I'addition.
e Soit z € C. Il existe 2,y € R tels que z = (z,y). On a

2(1’0) = (a:,y)(l,O) = (x,y) =z

Ainsi, (1,0) est neutre pour la multiplication.



Proposition 4. Notons C* = C\ {(0,0)}. Pour tout z € C* il existe 2’ € C*
tel que zz' = (1,0).

(C,+, x) est ainsi un anneau commutatif dans lequel tout élément non nul est
inversible. C’est un corps.

Démonstration. Soit z € C*. 1l existe z,y € R tels que z = (z,y). Comme
2z # (0,0) on a x # 0 ou y # 0, de sorte que 22 + y2 # 0. Posons

o = Y . Yy
1:2_|_y2’ £2+y2

On a
r T Yy
zZ = ((I;7y) <x2+y27_$2+y2>
. m2+y2 —TY + 1Y
- x2+y2’ $2+y2
= (170)
O

3 L’écriture standard des nombres complexes

3.1 R est inclus dans C
Soit ¢ : R — C définie pour tout réel = par ¢(x) = (z,0).

Proposition 5.
e  est injective.
e Pour tous réels x,y, o(z +y) = p(z) + ©(y).
o Pour tous réels x,y, o(xy) = p(x)p(y).
e o(1) = (1,0).
Démonstration.

e Soient x,y € R. Supposons que ¢(z) = ¢(y). On a donc (x,0) = (y,0),
d’ott x = y.
e Soient z,y € R. On a

(@ +y)=(z+y,0)=(2,0) + (y,0) = p(x) + p(y)

e Soient z,y € R. On a

o(ry) = (2y,0) = (z,0)(y,0) = p(z)p(y)

e Le dernier point est évident.



O

Ce résultat montre que R = »(R) C C est un sous-corps de C isomorphe a R.

En d’autre termes, R est un corps qui posséde exactement les mémes propriétés
que R. Nous n’avons donc pas vraiment R C C, & moins que ...

Qui est R? Eh bien c’est un corps qui vérifie certaines propriétés. Mais lequel 7
11 existe beaucoup de corps vérifiant les propriétés de R! Nous prenons ici une
décision stratégique. Nous décidons d’oublier notre « ancien » R et d’appeler R
le « nouveau » R, c’est a dire R. Dit autrement, nous identifions le couple (z,0)
au réel z.

3.2 Le nombre ¢

Proposition 6. Il existe deux nombres complexes z tels que 2> = —1.
Démonstration. Rappelons-nous notre identification : —1 = (—1,0). Soit
i=1(0,1). On a

i2 = (Oa 1)(07 1) = (—1,0) =-1
Il existe donc au moins un nombre complexe i tel que 2 = —1. Soit maintenant
z € C tel que 22 = —1. On a donc 2% —i? = 0 d’ou

(z—i)(z+1i) =0

Supposons z # i. Alors z —i est inversible pour la multiplication. En multipliant
I’égalité ci-dessus par l'inverse de z — 4 on obtient z +¢ =0 d’ou z = —1.

Les nombres complexes dont le carré est —1 sont donc —i et 7. [

Définition 1. ¢ = (0,1).

3.3 L’écriture définitive

Proposition 7. Tout nombre complexe z s’écrit de facon unique z = x + iy ou
z,y € R.

Démonstration. Soient z,y € R. On a (rappelons-nous nos identifications)

z+iy = (2,0)+(0,1)(y,0)
= (#,0)+(0,y)
= (z,9)
Ainsi, pour tout nombre complexe z et tous réels xz,y, on a z = = + iy si et

seulement si z = (z,y), d’ou lexistence et ['unicité.

O



3.4 Bilan

Nous avons démontré le résultat suivant.

Proposition 8. [I existe un corps C vérifiant les propriétés suivantes :

e RCC.
o Il existe i € C tel que i® = —1.
e Pour tout z € C il existe un unique couple (z,y) € R? tel que z = x +iy.

Il nous reste a montrer « 'unicité » d’un tel corps.

4 Unicité de C

Proposition 9. Soit C' un corps vérifiant les propriétés suivantes :

e RcCC.
o Il existe i’ € C' tel que i"? = —1.
e Pour tout z € C' il existe un unique couple (x,y) € R? tel que z = x+1i'y.

Alors il existe un unique isomorphisme de corps ¢ : C — C' tel que (i) =i’
et pour tout réel z, ¥(x) = x.

Démonstration. Soit ¢ : C — C’ définie comme suit. Pour tout z € C de la
forme z = z + iy ou x,y € R,

P(z) =z +i'y
On vérifie alors facilement les propriétés suivantes :

e ) est bijective.

e Pour tous z,2’ € C, ¥(z+ 2') = ¥ (z) + ¥(2).

e Pour tous z,2’ € C, (z2') = ¢(2)¢Y(2').

e (1) =1.
L’application ¢ est un isomorphisme du corps C sur le corps C’. De plus, 1 (i) =
1’ et pour tout réel x,

(@) =Y(x+0i)=2x+0 =z

Pour terminer montrons 'unicité d’un tel isomorphisme. Soit £ : C — C’ un
isomorphisme de corps tel que £(i) = i’ et pour tout réel x, £(x) = z. On a alors
pour tous z,y € R,

Sl +iy) = (@) +E0)E)
= o4y
= Yz +iy)

Ainsi, £ = .



