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Résumé

La tente est une fonction f extrémement simple de I'intervalle [0, 1]
sur lui-méme. Le comportement des suites récurrentes (un)n>o définies
par ug € [0,1] et, pour tout n € N, upy1 = f(un) est cependant trés
compliqué. Nous allons dans cet article nous intéresser a de telles suites,
et plus particuliérement aux suites de ce type qui sont périodiques.

1 Introduction

1.1 La tente

Dans tout larticle, nous considérerons l’application f : [0,1] — [0,1] définie
pour z € [0,1] comme suit.

e Sixz €0, 3] alors f(x) = 2a.
e Sixz € [$,1] alors f(z) =2(1 —x).

Voici le graphe de f.
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La fonction f est appelée la tente parce que son graphe ressemble a . . . une tente.
Nous allons étudier les propriétés de f vue comme un systéeme dynamique. Mais
qu’est-ce qu'un systéme dynamique ?



Définition 1. Le systeme dynamique engendré par f est I’ensemble
S={f":neN}

ou fO =idjp ) et pour tout n € N, f"*! = fo f. Pour tout € [0, 1], l'orbite
de x suivant S est ’ensemble

O(2) = {f"(z) : n € N}

Pour simplifier, nous confondrons dans cet article la fonction f et le systéme
dynamique qu’elle engendre. Nous parlerons donc du systéme dynamique f, de
lorbite de x suivant f, etc. Etudier le systéme dynamique f c’est, entre autres,
étudier le comportement des orbites. Malgré la simplicité de la fonction f, cette
étude peut étre trés compliquée. Nous nous intéresserons plus particuliérement
aux points périodiques de f. Par exemple, 42—7 est un point périodique de f, sa
période est 23. Voici le tracé de son orbite.
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1.2 Développements dyadiques

Avant d’entrer dans le vif du sujet, disons quelques mots sur le développement
des réels en base 2, ce que 'on appelle leur développement dyadique. Nous ad-
mettons sans preuve les quelques résultats qui suivent.

Notons 2 = {0, 1}.

Etant donnée une suite (4)r>1 d’éléments de 2, la série Y., 2k est conver-
gente. Cela signifie que la suite (S,,),>1 de terme général B

S, = En:;i’,j
k=1

est convergente. La limite de cette suite est ce que 'on appelle la somme de la
série (bien que ce ne soit pas une somme, mais une limite de sommes). On la
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> 5t
k=1
Cette somme appartient a [0, 1]. Inversement, tout réel z € [0, 1] peut s’écrire

ot les z, appartiennent & 2. Une telle suite (xj)r>1 est appelée un développement
dyadique de x. Pour tout k > 1, xj, est le k° bit de x. Nous utiliserons les deux
notations
= [Tglk>1 = 0.x12023 . ..
La suite (zx)r>1 est uniquement déterminée par la donnée de z, sauf dans
certains cas ol il existe deux suites qui conviennent. Précisons ce point. Appelons
D P’ensemble des nombres dyadiques :
p
D= {27 ineNpe[o,2]}co,1]
Soit x € [0,1]. Siz € Dousiz = 0 ou xz = 1, alors x posséde un unique
développement dyadique. Si x € D et x # 0,1, x posséde deux développements
dyadiques. Il existe un unique entier m € N* et un unique (m — 1)-uplet de bits
(x1,...,Tm—1) tels que

z = 0.x1...2,7°_-11000...
= O.Tll‘m_lolll

Par exemple,
% =0.1000...=0.0111...

ou encore 5
6= 0.0101000... = 0.0100111...

Remarquons qu’avec nos définitions le réel 1 posséde un unique développement
dyadique :
1=0.111...

Remarque. Dans la suite, nous parlerons fréquemment du développement dya-
dique de x, méme si x posséde deux développements dyadiques. Dans certaines
preuves de théorémes, il nous faudra montrer que cela ne présente pas d’ambi-
guité. Les bits du réel x seront notés notés avec la méme lettre x et un indice,
c’est a dire x1, x2, etc. Lorsque x posséde deux développements dyadiques, il y
a ambiguité lorsqu’on parle du k° bit de x, parce que ce bit dépend du dévelop-
pement dyadique de = que I'on considére.

1.3 Opérations sur les bits

L’ensemble 2 peut étre muni d’une opération que nous noterons &, définie par

la table
@101
00]|1
11




Cette loi fait de 2 un groupe abélien.

Proposition 1.

e Pour tout z € [0, %[, 2z = [Tpt1lk>1-
o Pour tout x € [0,1], 1 —z = [z & 1]i>1.

Démonstration.

e Soit z € [0,3[. On a

-

k=1
e Soit x € [0,1]. Remarquons que pour tout k& > 1, 2 &1 = 1 — x. De 13,

o0

1—2
[z ® k1 = Z 2kk
k=1
> 1 > T
- F-Y%
k=1 =1
= 11—z

]

1.4 Tente et développements dyadiques

Pour tout = € [0,1], f(x) peut avantageusement étre décrit en considérant le
développement dyadique de x.

Proposition 2. Soit z € [0,1]. On a

f(x) = [Tp41 @ $1]k-21

Démonstration. Considérons un certain nombre de cas.

e Supposons z € [0, 1[. Alors 21 = 0. De la,

~

() =22 = [Zeta]e>1 = [@rp1 © 211
e Supposons z € ]3,1]. Alors z; =1 et 1 —xz € [0, 3[. De la,

f(@) =2(1 —2) = 2[x) ® Ui>1 = [Tpt1 D Ur>1 = [Trt1 © T1]e>1



e Supposons enfin z = % On a f(x) = 1. Vérifions que les deux dévelop-
pements dyadiques de z donnent le bon résultat. Ecrivons tout d’abord

x = 0.1000...
On a alors
[Trt1 @ 21)p>1 = [Tht1 D 1k>1 =0.111... =1
Prenons maintenant ’autre développement dyadique
z=0.0111...
On a alors
[Trp1 ® T1]k>1 = [Thg1 ©®Ok>1 =0.111... =1
On obtient ainsi, dans les deux cas, le résultat correct.

]

Proposition 3. Soit z € [0,1]. On a pour tout n € N*,

(%) = [Than © Tolr>1

Démonstration. Faisons une récurrence sur n. Pour n = 1, il s’agit de la
proposition précédente. Soit n > 1. Supposons le résultat vrai pour n. On a
alors

fri(x) f ()

f([karn S fn]kzl)
= [(xk—i-l—i-n 2 xn) @ ('Tl-‘rn S zn)]kZl

Il reste a remarquer que ¢ est commutative et associative, et que x,, ® x,, = 0.
O

2 Les points périodiques de la tente

2.1 Introduction

La figure ci-dessous représente 300 itérations de f sur le réel z = %. Le déve-
loppement dyadique de ce rationnel est périodique, de période 100. La k° colonne
de pixels représente les 100 premiers bits du développement dyadique de f*(z).
En noir, un bit nul, et en blanc, un bit égal & 1. On remarque que le graphique
présente une périodicité de la gauche vers la droite : un oeil exercé verra que les

colonnes se répétent de 50 en 50.

On remarque aussi une ligne blanche horizontale, au milieu du schéma, et une
ligne noire tout en bas (moins visible). Il s’avére que pour tout entier k, le 50°
bit de f*(x) vaut 1 et le 100° bit de f*(z) vaut 0.
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Les chiffres suivants sont choisis « aléatoirement ». La ligne blanche persiste

Voici maintenant ce qui se passe lorsqu’on prend un irrationnel comme point
de départ. L’irrationnel en question a ses 100 premiers chiffres égaux a ceux de
pendant 50 itérations et la ligne noire a disparu. On ne voit plus de périodicité.

52
101°

Il

k>1 €
0. On

]

Lk

[

]0,1[ en choisissant le développement dyadique de x qui finit par des zéros.

on a

)

= 1. Supposons donc

fH(@)=0
=0ouzx
[xk—Hn SY 1}k>1

(unique) tel que x,,, = 1 et pour tout k > m, xy
f(z)

est clair si x

7

Proposition 4. Soit x € D. Pour tout entier n assez grand

nuls a partir d’un certain rang ou, de fagon équivalente, égaux & 1 a partir d’un

certain rang.

2.2 Le cas des nombres dyadiques
Rappelons que les nombres dyadiques sont les réels € [0, 1] dont les bits sont

Démonstration. C
existe un entier m > 1

a alors




Comme k +m > m, Tgym = 0 et donc zg4y, & 1 = 1. Ainsi, f™(z) = 1. De la,
fm™*(z) = 0 et donc, pour tout n > m + 1, f*(z) =0. O

Par exemple, prenons x = 1—56. On a

f%°x) = 0.0101000... = 0.0100111...
fY(z) = 0.1010000... = 0.1001111...
f?(z) = 0.1011111... = 0.1100000...
f3(x) = 0.1000000... = 0.0111111...
fHx) = 0.1111111...
f5(z) = 0.0000000. ..

2.3 Points périodiques

Définition 2. Soit z € [0,1]. On appelle période de x pour le systéme dyna-
mique f tout entier n € N tel que f™(z) = .

Nous noterons 7 (z) 'ensemble des périodes de x.

Définition 3. Soit = € [0, 1]. = est un point périodigue du systéme dynamique
f lorsque = posseéde une période non nulle. La plus petite période non nulle de
x est sa période primitive.

Proposition 5. Soit x € [0,1]. Il existe un unique entier T € N tel que
T(z) ={kr,k e N} =7N

x est périodique si et seulement si T > 0. T est alors la période primitive de
x.

Démonstration. Si x n’est pas périodique, le résultat est évident puisque
T (x) = {0} = ON. Supposons donc z périodique. Soit 7 la période primitive de
x.

Montrons par récurrence sur k que pour tout k € N, k7 est encore une période
de z. C’est évident si k = 0. Soit & € N. Supposons que k7 est une période de
. On a alors

fET @) = fT( (@)
= [T(=)
Ainsi, (k+ 1)7 est une période de x.

Inversement, soit n une période de x. Effectuons la division euclidienne de n par
7.0nan=kr+rontkeNet0<r<r7.0na

r o= f"(x)
= [ ()
= ['(x)



Ainsi, r est une période de x. Mais r < 7 et T est la plus petite période non
nulle de x. On en déduit que r = 0 et donc n = k7 € ngN.

Montrons enfin I'unicité. Soient 7, 7" € N. Supposons 7N = 7/N. Comme 7 € TN,
on a aussi 7 € 7'N. Ainsi, 7 divise 7. De méme, 7 divise 7. De 1a, 7 = 7/. 0O

2.4 Nombres dyadiques périodiques

Il y a un seul nombres dyadique périodique.

Proposition 6. Soit z € D.

e Six =0, alors x est périodique, de période primitive 1.
o Six #0, alors x n'est pas périodique.

Démonstration. On a f(0) = 0, d’ou la premiére assertion. En revanche, si
x # 0, pour tout n € N assez grand f™(z) = 0 # x, et donc n n’est pas une
période de z. L’ensemble 7 (x) des périodes de x est donc majoré, ce qui entraine
que T (x) = {0}. Ainsi, x n’est pas périodique. O

2.5 Une caractérisation de la périodicité

Soient xz € [0,1] et n € N*. Le point = admet-il n pour période? Admet-il n
pour période primitive ? Il est plus facile de répondre & la premiére question
qu’a la seconde.

Proposition 7. Soit z € [0,1]. Soit n € N*. n est une période de = si et
seulement si
(*) Vk > 1,210 = 21 Dy

Démonstration. Tout d’abord, x = 0 est périodique de période 1. De plus,
pour tout k£ > 1,
Thyn =0=2, =000 =2, ® 2,

et donc (%) est vérifiée.

Prenons maintenant x = 1. x n’est pas périodique. De plus, on a pour tout
k> 1, gy, = 1 alors que z; @z, = 1 ® 1 = 0. La propriété (x) n’est donc pas
vérifiée.

Supposons maintenant que x € D\ {0,1}. x n’est pas un point périodique de f
puisque pour tout n assez grand, f™(x) = 0 # z. Deux cas se présentent, selon
le développement dyadique choisi pour x.

e Cas 1, pour tout k assez grand, x; = 0. Comme x # 0, au moins un des
x) est non nul. Choisissons un k& maximal tel que z; = 1. On a alors
ZT4+n = 0. Par ailleurs

TP, =1dx,



Si x, = 0 on a montré que (x) n’est pas vérifiée. Si au contraire x,, = 1,
alors (x4 n)+n = 0 alors que

Thyn By, =0p1=1

et donc (x) n’est pas vérifiée.

e Cas 2, pour tout k assez grand, z; = 1. Comme = # 1, au moins un des
xk est nul. On prend un tel k£ maximal. En procédant comme dans le cas
1, on montre que () n’est pas vérifiée.

Supposons enfin que z € [0,1] \ D.

Soit n € N*. n est une période de z si et seulement si f™(z) = x. Ceci est
équivalent a
[Thtn @ Tnle>1 = [Tr]r>1

Comme z ¢ D, x posséde un unique développement dyadique. La condition
ci-dessus équivaut donc & dire que pour tout k£ > 1,

Lh+n Dy, =Tk
En ajoutant x, des deux cotés de 1’égalité, on obtient la condition équivalente

(%). O

2.6 Densité

La tente posséde-t-elle beaucoup de points périodiques ? Oui, comme le montre
le résultat suivant.

Proposition 8. L’ensemble des points périodiques de [ est dense dans
[0,1].

Démonstration. Soit a € [0,1]. Soit n > 1. Soient aq,...,a, les n premiers
chiffres d’un développement dyadique de a. Soit

r=0.a1...a,b1...b,

ou b; = a; ® an,, et la barre horizontale signifie que la séquence ay . ..a,by ... by,
est répétée indéfiniment. Le point x est périodique, n est une période de x, et

oo

1 1
o< 3w
k=n-+1

Il existe donc des points périodiques de f aussi proches de a que ’on désire. [J

3 Périodes 1, 2 et 3

Nous allons dans cette section déterminer tous les points périodiques de périodes
primitives 1, 2 et 3.



3.1 Points fixes

Les points de période primitive 1, c’est a dire les points fixes de f, sont immédiats
a déterminer. Soit z € [0, 1].

e Siz €0,1], f(z) = si et seulement si 2z = z, c’est & dire z = 0.

e Siz € [5,1], f(z) = x si et seulement si 2(1 — z) = z, cest & dire z = 2.

Amusons-nous & retrouver ces deux points avec la condition que nous avons
démontreée. Soit = € [0,1]. x est de période primitive 1 si et seulement si pour
tout k > 1,

Try1 = Tk D T1

Deux cas se présentent.

e Si x; =0, on a alors pour tout k > 1, xp 11 = x, et donc zp = 0. Ainsi,
xz=0.

e Sixy =1, on aalors pour tout k> 1, 241 =2, ® 1. De la, = 1si k
est impair et zp = 0 si k est pair. On a donc

x =0.10

ou la barre horizontale signifie que la séquence 10 est répétée indéfini-
ment. Que vaut x 7 Le développement dyadique de x étant de période 2,
multiplions par 22. Il vient

4z = [10] + 0.10

ou [10] est lentier naturel dont 1’écriture en base 2 est 10, c’est a dire le
nombre 2. On a donc 4 = 2 + z, d’ou

xTr =

2
3
3.2 Points de période 2

Voici le graphe de la fonction f2 ainsi que la droite d’équation y = .
10
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La fonction f2, comme on le voit ci-dessus, posséde 4 points fixes. Deux
de ces 4 points sont 0 et %, les points fixes de f. Les deux autres sont les
points de période primitive 2.

10



Soit € [0,1]. 2 est une période de z si et seulement si pour tout k > 1,
T2 = T D X2

Un tel réel x est caractérisé par la donnée de z; et x5. Les valeurs possibles
de x1x4 sont 00, 01, 10 et 11. Il y a donc 4 tels réels. Parmi ceux-ci, on
retrouve les deux points fixes (en prenant 00 et 10). Calculons les deux
autres, ce sont les points qui nous intéressent.

e Si z129 = 01, alors z = 0.0110. On a donc

212 = [0110) + =6+ x

et donc

Inversement,

g
)
7N\
Glo Gl

) - (E) -

z = 0.1100

e Sixyxo =11, alors

Bien entendu, x = %, qui est 'image par f du point de période
primitive 2 que nous avons déja trouvé.

3.3 Points de période 3

Voici le graphe de la fonction f2 avec la droite d’équation y = z.
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12 posséde 8 points fixes. Parmi ces 8 points, deux (0 et %) sont les points fixes
de f. Les six autres sont les points de période primitive 3. Prenons

x=0.100...

11



Ce point vérifie la condition de périodicité pour n = 3. Donc, sa période primi-
tive divise 3, c’est donc 1 ou 3. Il est évident que = ne vérifie pas la condition
de périodicité pour n = 1, donc z n’est pas de période 1. Il est donc de période
primitive 3. Que vaut £ 7 On a

232 =[100] +x =4+ =

et donc
Lt
7
Vérifions. On a
4 6
/ (7> = 7

() - 1(2)-2
() - 1)

Remarquons que nous avons ainsi gratuitement deux autres points de période
primitive 3, a savoir % et g. Il nous reste trois points de période primitive 3 a
trouver. Il suffit d’en avoir un. A partir de celui-ci nous aurons les deux autres.
Prenons

x = 0.001110

x vérifie la condition de 3-périodicité et pas la condition de 1-périodicité. C’est
donc un point de période primitive 3. On a

207 = [001110] + 2 = 14 + =

et donc

Vérifions.

Kﬁ
N
NI\
"
I
NoJTN

2 (2 8
3(Z2 = — | =
ORI
Finalement, les 6 points de période primitive 3 de f sont

246248

77779979

Exercice. Déterminer les points de période primitive 4. Il y en a 12.

12



4 Peériodicité et rationalité

La caractérisation des points périodiques que nous avons trouvée a la section
précédente a ses avantages et ses inconvénients. L’un de ses avantages est qu’il
est facile de lister tous les points de période n donnée. L’un de ses inconvénients
est que ces points sont obtenus par leur développement dyadique, et que le
résultat n’est pas trés parlant. Est-il possible d’obtenir les points périodiques de
f de fagon plus explicite ? La réponse est oui, nous allons voir qu’il y a un lien
entre périodicité et rationalité.

4.1 Rappels sur les rationnels

Avertissement. Dans cette section nous allons manipuler deux types différents
de périodicité. D’une part, la périodicité d’un réel x € [0,1] pour le systéme
dynamique f. D’autre part, la périodicité d’une suite (zx)r >1 d’éléments de 2.
Nous allons en fait voir qu’il existe un lien entre les deux.

Nous admettrons sans démonstration les résultats suivants.

Soit z € [0, 1]. = est rationnel si et seulement si son développement dyadique
est périodique a partir d’un certain rang. On peut en fait dire mieux que cela.
Ecrivons = = % ong>1,0<p<get pAqg=1.Siq est impair (c’est le seul
cas qui nous intéressera), alors le développement dyadique de z est périodique.
Sa période primitive est I’ordre multiplicatif de 2 modulo ¢, c’est & dire le plus
petit entier n > 1 tel que 2" = 1 mod ¢. Nous noterons w, cet ordre. Voici les

premiéres valeurs de wy.

g |1]3|5|7|9|11 (13|15 |17 19|21 |23
we|1]2]4]3]6|10]|12| 4 | 8 |18] 6 |11

Par exemple, soit x = 13—7 On a w7 = 8. De 14, le développement dyadique de x

est périodique, de période primitive 8. Ce développement est facile & obtenir. Il
suffit de remarquer que
25 =1+15x17

En multipliant par z, on obtient
28 = x4+ 45
L’écriture de 45 en base 2 avec 8 chiffres est [00101101]. De 1a,

z = 0.00101101

4.2 Périodicité entraine rationalité

Proposition 9. Soit x € [0,1]. Si z est périodique, alors x est rationnel.

13



Démonstration. Soit n une période de z. Supposons tout d’abord que z,, = 0.
On a pour tout k > 1,

Thin =Tk DTy =2, B0 =2ap
Ainsi, la suite (xy)i>1 est périodique de période n.
Supposons maintenant que z,, = 1. On a alors pour tout k£ > 1,
Thton = Lhan DTn =T Ty © Ty = Tk
Ainsi, la suite (2)r>1 est périodique de période 2n.

Dans tous les cas, la suite la suite (z1)r>1 est périodique. On en conclut que x
est rationnel. [J

4.3 Une réciproque

Proposition 10. Soit z € Q N[0,1]. Ecrivons x = % ot q>2,p€0,4]
et p A\ q=1. Alors, x est périodique si et seulement si p est pair et q est
1mpasr.

Démonstration. Si g = 2¢’ est pair, on a de fagon évidente pour tout n > 1,
f(x) = % o 0 < p, < ¢. 1l en résulte que pour tout n > 1, f™*(z) # x et
donc que z n’est pas périodique. Supposons donc & partir de maintenant que ¢
est impair.

Supposons tout d’abord z € [0, 3[. On a

Comme q est impair et p A ¢ =1, on a aussi (2p) A g = 1.
Supposons maintenant x € [$,1]. On a
2(q — p)
fl@)=—"—"—

q
Comme dans le premier cas, (2(¢ —p)) Ag=1.

On a donc par une récurrence facile que pour tout n > 1, f(x) = % ol p, est
pair. Ainsi, si p est impair, pour tout n > 1, p,, # p et donc f™(x) # x. Ainsi,

x n’est pas périodique. Supposons dorénavant que p est pair.

Comme ¢ est impair, le développement dyadique de z est périodique. Ecrivons
= 0.21...%m. ot m est la période du développement dyadique de x. Rappelons
que m = w, est 'ordre multiplicatif de 2 modulo ¢. On a

My =a+x

ol en base 2,
a=[x1...Tm]

14



Ainsi,

p a
T ===
q 2m—1
De 1a,
p(2™ —1) =aq

et donc p divise ag. Comme p est premier avec ¢, le théoréme de Gauss implique
que p divise a. Or, p est pair, donc a est pair et donc x,, = 0. De la, pour tout
k>1,

T DXy =2 D0 =2k = Tham
Ainsi, x est un point périodique du systéme dynamique f, et de plus, la période
primitive de z divise m. O

4.4 La valeur de la période

Proposition 11. Soit z € Q N [0,1]. Ecrivons x = % ot q>2,p€0,4q],
pAq=1, p est pair et q est impair. Soit T la période primitive de x.

o Sixz, =0, alors T = wy.
o Siz, =1, alors T = Jw,.

Démonstration. Notons m = w,. En reprenant la démonstration précédente,
7 divise m. Deux cas surviennent.

e Supposons x, = 0. On a alors pour tout k£ > 1,
Thtr = Tp DTr = g

Ainsi, le développement dyadique de x posséde 7 pour période. Comme
m est la plus petite période de ce développement, on en déduit que m
divise 7, d’ou 7 = m.

e Supposons maintenant x, = 1. 27 est aussi une période de x. De plus,

Tor =2 Dx, =0

et donc, comme dans le premier cas, le développement dyadique de x
posséde 27 pour période. Comme m est la plus petite période de ce
développement, on en déduit que m divise 27. Or, 7 divise m, donc
m =T ou m = 27. Mais ., = 0 alors que z, = 1, donc m # 7. Ainsi,

=1
T =3zm.

O

Proposition 12. Soit ¢ un entier impair. Les rationnels périodiques de
dénominateur q ont tous la méme période primitive.

Démonstration. Sig = 1, c’est immédiat. Supposons donc ¢ > 3. Soient x = §

ety = %’ deux rationnels de [0,1] ou p,p’ sont pairs et premiers avec q. Les
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entiers p et p’ sont inversibles dans 'anneau Z/qZ. 1l existe donc a € [1,q — 1]
premier avec ¢ et tel que p’ = ap mod ¢. Considérons la fonction ¢ : x —
ax mod gq. Cette fonction envoie bijectivement 'orbite de x sur l'orbite de y.
Ainsi, ces deux orbites ont le méme cardinal. [

5 Dénombrements

Nous allons terminer cet article par un probléme de dénombrement. Etant donné
un entier n > 1, combien y a-t-il de points de période primitive n 7 Commengons
par une question plus simple.

5.1 Nombre de points de période donnée

Proposition 13. Soit n > 1. La fonction f posséde exactement 2" points
périodiques ayant n pour période.

Démonstration. Un tel point x est caractérisé par la valeur de ses n premiers
bits z1,...,z,. O

Passons a quelque chose de plus délicat.

5.2 Nombre de points de période primitive donnée

Pour tout n > 1, notons 7,, ’ensemble des points dont la période primitive est
égale a n. Notons 7(n) le cardinal de 7,,. Notons enfin U,, ’ensemble des points
dont la période primitive divise n.

Nous avons déja déterminé le cardinal de U,,, qui est 2. Remarquons maintenant
que

d|n

ol la réunion porte sur tous les diviseurs d de n. De plus, cette réunion est

disjointe, donc
d|n

2" = Z 7(d)

d|n

ou encore

La fonction 7 et la fonction n —— 2™ sont donc intimement reliées. Il existe
de nombreux couples de fonctions vérifiant une égalité du type ci-dessus, et il
s’avére qu’il existe une formule qui permet d’inverser cette relation, c’est a dire
d’obtenir explicitement 7(n). Il s’agit de la formule d’inversion de Mdébius. On
obtient grace a cette formule que

=5 (3)
dln
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ou pu est la fonction de Mdobius, définie sur N* comme suit.
e u(l)=1.
e Pour tout n > 2 produit de k& nombres premiers distincts, p(n)

= (-D".
e Pour tout n > 2 divisible par le carré d’un nombre premier, p(n) =

0.

Voici les premiéres valeurs de la fonction de Mobius.

n [1] 2] 3 [4] 5 [6] 7 [8][9]10] 11 |12
pn) |1 | 1| —1]0|—-1]|1|-1]0]0| 1 |—-1]0

Voici maintenant les premiéres valeurs de 7(n). On donne aussi dans le tableau
la valeur de 2.

n 1234 |5]|6]| 7 8 9 10 11 12
w(n) [2 26|12 |30 |54 | 126 | 240 | 504 | 990 | 2046 | 4020
2" 12148 ]16|32|64 | 128|256 | 512 | 1024 | 2048 | 4096

Le tableau ci-dessus montre que 7(n) semble « proche »de 2. Nous allons ef-
fectivement montrer que lorsque n tend vers +oo, 7(n) ~ 2.

5.3 Quelques cas particuliers

Histoire de manipuler un peu la formule donnant 7(n), regardons quelques cas
particuliers. Ils couvrent en fait tous les entiers n € [[1, 59].

Supposons que n = p® ou p est un nombres premier et o > 1. Les diviseurs de
nsont 1,p,p%,...,p% Si k> 2, ona u(p*) = 0. Ainsi,

n

w(n) =2"—27»

En particulier, pour tout nombre premier p, m(p) = 2P — 2.

Supposons maintenant que n = paqﬁ ol p et ¢ sont deux nombres premiers
distincts et «, 8 > 1. Les diviseurs de n qui n’annulent pas la fonction p sont 1,
P, q et pg. On a donc

m(n) =2" — 25 — 27 + 24

En particulier,
w(pg) =2P9 — 2P — 2942

Le plus petit entier qui ne soit pas des deux formes étudiées est n = 30 = 2x3x5.
Les diviseurs de 30 sont

1, en lequel p vaut 1.

2, 3, b, en lesquels p vaut —1.
6, 10, 15, en lesquels p vaut 1.
30, en lequel p vaut —1.

On a donc

m(30) =230 — 215 210 96 4 95 4 93 1 92 21 = 107370810

17



Plus généralement, si p, ¢, r sont trois nombres premiers distincts,
m(pgr) = 2P9" — 2P9 — 29" — 2PT 4 9P 4 29 4 27 — 2

Le plus petit entier qui n’est pas de 'une des formes que nous avons étudiées
est 22 x 3 x 5 = 60. Pour les amateurs,

m(60) = 1152921503532053580

5.4 Le comportement a ’'infini de 7(n)

Pour tout n > 1, posons ¢(n) = 2™ — w(n). Remarquons que comme m(n) < 27,
on a ¢(n) > 0. Commencons par un encadrement simple qui nous donnera
immeédiatement un équivalent de 7(n).

Proposition 14. Pour tout n > 2,

cp(j}) <9

p

1<

ot p est le plus petit diviseur premier de n.

Démonstration. Les diviseurs de n différents de n sont tous inférieurs ou

égaux a % On a donc

De 1a,

Minorons maintenant ¢(n). Parmi les points de période n, on trouve les points
de période % On a donc

De 1a,

O

Corollaire 15. Sip est le plus petit diviseur premier de n, alors

p(n) =0 (27) =0(2")
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Démonstration. Par la proposition précédente, la premiére égalité est claire.
De plus, p > 2, et donc

0<p(n) <2x2% =227 =0(2")

O

Corollaire 16. 7(n) ~ 2".

Ce résultat montre que la « plupart » des points de période n sont en fait de
période primitive n.

Dans la fin de cet article, nous allons estimer de fagon plus fine la quantité ¢(n).

5.5 Des résultats plus fins

P

Voici le graphe, pour n € [1000, 10000], de “92(—33’) en fonction de n, ou p est le

plus petit diviseur premier de n.

130

125

120

115

110

2000 4000 8000 8000 10000
A quoi correspondent les trois pics de hauteur g (environ) ? Il sont obtenus pour
1763 = 41 x 43, 3599 = 59 x 61 et 5183 = 71 x 73. Ces trois entiers sont des
produits de deux nombres premiers jumeaut, c’est & dire deux nombres premiers
dont la différence est égale a 2.

Proposition 17. Soient p,q = p+2 deux nombres premiers jumeauzx. Soit

n=pq. On a s
=292% —9
p(n) =4
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Démonstration.

pn) = 2P429-2
2172 4 27 _ 2

O

A T’heure ou cet article est écrit, on ne sait pas s’il existe une infinité de couples

de nombres premiers jumeaux. Dans 'hypothése ou ce serait le cas, le quotient

e(n) peut donc étre rendu aussi proche que voulu de g.
2P

Montrons maintenant que la constante % convient pour tous les entiers n > 2.

Sin = p® est une puissance d’'un nombre premier, alors

|3
=3

2

W | Ot

p(n) =27 <

Regardons maintenant ce qui se passe si n posséde exactement deux diviseurs
premiers.

Lemme 18. Soit n > 2 possédant exactement deux diviseurs premiers
p<gq. Ona

S

27 —2

3|

B ot

p(n) <

Démonstration. On a
p(n) =2% +29 —2

Regardons tout d’abord le cas particulier p = 2, ¢ = 3. Si n = 6, alors

o(n) =10 = =23

= | Ot

Sin > 6, alors n > 12 et donc

2275 =26 >4
d’ou
2% < 12%
~4
De 14,
o(n) =2% 425 —2< %2% -2

Supposons maintenant que (p,q) # (2,3). On a alors ¢ — p > 2. En remarquant
que n > pq, il vient

n(g—p)

25 4 =2 p >207P >4
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De 14,
w(n):2%+2%—2ggﬁ—2
0

Regardons enfin le cas oul n posséde au moins trois diviseurs premiers. Etablis-
sons deux lemmes.

Lemme 19. Soient n > 2. Supposons que n posséde r diviseurs premiers
p=p1 <...<pp, our>3. Alors,

r

> <

k=1

2&
P

~J| oo

Démonstration. Le multiplicateur % est en fait largement surestimé, mais il
nous suffira. On a

n(p1—pg)

iQﬁ = 2?1 22 P1Pk
k=1

Pour tout k € [1,r],
Pk =P k-1
P1Pk P1pr
De 1a,

—n(k—1)

r
n(p1—pg)

E 2 p1pk < E 2 pipr

k=1

A

k=1
n r
1- (Tm)
- 1—2 pipr
1
<
1—2" mpr
Remarquons maintenant que
>p2 >3
P1pr
On a donc
1 1 8
i < =z
1-9 mr 1—273 7
Ainsi,
T
25r < 8o
k=1 7
O
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Lemme 20. Soit n > 2. Soient p1,...,p, les diviseurs premiers de n. On
a

p(n) < 2w
k=1

Démonstration. Rappelons les notations vues au tout début de cette section.
Pour tout n > 1, U,, est I'ensemble des points de [0,1] de période n et T, est
l’ensemble des points de [0, 1] de période primitive n.

Soit x € [0,1]. = est de période primitive n si et seulement si il est de période
n, mais n’est pas de période ﬁ, ceci pour tout k € [[1,r]. Ainsi,

%:Z/{H\Uuﬁk

k=1

De 14, en passant aux cardinaux,

m(n) =2" - | J Uz

k=1

Il reste a remarquer que

r

<y ’u7
k=1

.
gz
Pk
k=1

T
n
= E 2Pk
k=1

Ainsi,
w(n) =2" —p(n) > 2" — Z2ﬁ
k=1

d’ou le résultat. [

En rassemblant les résultats précédents, nous obtenons donc la proposition ci-
dessous.

Proposition 21. Soit n > 2. Soit p le plus petit diviseur premier de n.
On a

=3

27 < p(n) <

2

W | Ot

Pour conclure, pour tout n > 2, en notant p le plus petit diviseur premier de n,
on a les bornes optimales

2" —

s|3
INA

2% <m(n) <2 —2%

| Ot
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