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Introduction

Soient p, g € N*. On considére la série de terme général u,, n > 1,
formée a partir de la série harmonique alternée (en abrégé SHA)
> (—=1)""1/n comme suit.

e On prend les p premiers termes positifs de SHA : u; = 1/1,
w=1/3, ..., up=1/(2p—1).

e On prend ensuite les g premiers termes négatifs de SHA :
Up+]_ = —1/2, Up+2 = —1/4, Cey Up+q = —1/(2q)

e etc.
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Premiéres sommes partielles

Pour tout n > 1, notons S,, la n® somme partielle de notre série.
Posons r=p+¢g. On a
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Premiéres sommes partielles

s, = by L !
T 3 2p—1 2 4 2q
1 1 1
Sop = S 4+~ 4.
2 topri Topr3 T T g
1 1 1

2g+2 2q+4 T 4q
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Premiéres sommes partielles

¢ _ 1.1, 1 1 1 1
T 3 2p—1 2 4 2q
1 1 1
Sy = S+ =4
2 Yoot T3 T T A
1 1 1
2g+2 2q+4 7 4q
1
Ss, = Sy
3 2Jr4p+1+4p+3Jr +6p—1
1 1 1

4g+2 4q+4 7 6q
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Cas général

Plus généralement, pour tout n > 1,

1 1
(2n—2)p+1+(2n—2)p+3+”'+2np—1
1 1 1
(2n—-2)g+2 (2n—2)g+4 = 2ng

Snr = 5(n—1)r+
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Cas général

On en déduit

np—1 1 nq 1
_ - ¢ _c¢cn
5”’_;_%2k+1 ;Qk >3

Nous allons écrire S,,, a I'aide des nombres harmoniques

1
H,,:ZE
k=1
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Nombres harmoniques

La somme S” ne pose pas de probléme.

1Ll 1
1!
S —2k51—2an

Pas trop de difficultés non plus pour S’
np—1 1
S
pard 2k +1
B k 2k
k=1

1
= H2np - Ean
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Nombres harmoniques

Rappelons le développement asymptotique

1 1
Hn—lnn+'y++0<2>
2n n

ol v ~ 0.577215 est la constante d'Euler.
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Passage a la limite

Nous avons

1 1
~H,, — =
2" 2
1 1 1 1 1
= In(2 — — = - — = —-—+0(=
n( np)+4np 2n(np) 4np 2n(nq) 4nq+ ( )
2 1 1
= In P —+O(2>
nzpq 4nq n
p 1 1
= In2,/=——+0(—=
e+ (3)

Ainsi,

5nr = H2np - H"q

n— o0

ou
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Somme de la série

Le terme général de notre série tend vers 0 lorsque n tend vers
I'infini. Les suites de terme général S, 11, Spri2, -+ -\ Snrer—1
tendent donc aussi vers £. Par la réciproque du théoréme des suites
extraites, S, tend vers £. Finalement, la série converge et

i = In <2\/§)
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Soit E I'ensemble des sommes possibles pour notre série.

E— {ln (2\/2) : re@i}

Proposition. E est dense dans R.

Démonstration. Soit x € R. Soit

1
- e2x

Y=

Par la densité de Q dans R, il existe une suite (t,)qen de
rationnels qui converge vers y. Comme y > 0 on peut choisir ces
rationnels dans Q% . Pour tout n € N, In(2\/t,) € E et In(2y/1,)
tend vers In(2,/y) = x. O
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