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1 Introduction

Définition 1. Pour tout n € N, le n® nombre de Mersenne est

M,=2"-1

Proposition 1. Soit n € N. 87 M,, est premier, alors n est premier.

Démonstration. My = 0 et M7 = 1 ne sont pas premiers. Supposons donc n > 2. Supposons
que n = ab est composé, ou a,b € [2,n — 1]. On a

b—1
My=(2 —1=(20-1)) 2%
k=0

Comme a # 1, 2% — 1 # 1. Comme a < n, 2* — 1 # M,. Ainsi, 2 — 1 est un facteur de M, qui
est différent de 1 et M,,, donc M,, est composé. []

La réciproque est fausse. Par exemple, M1; = 23 x 89. Les nombres premiers inférieurs a 5000
pour lesquels M, est premier sont 2, 3, 5, 7, 13, 17, 19, 31, 61, 89, 107, 127, 521, 607, 1279, 2203,
2281, 3217, 4253 et 4423.

Dans toute la suite, p désigne un nombre premier impair. Nous allons dans ce qui suit déterminer
une condition nécessaire et suffisante pour que M, soit un nombre premier. Cette condition
exprimera qu'un certain terme d’une certaine suite d’éléments de Z/M,Z est nul. Il s’agit du
test de Lucas-Lehmer.

Nous notons M), = Z/M,7Z I’anneau des entiers modulo p. Si M, est premier, cet anneau est un
corps. Sinon, c’est un anneau non intégre. Pour tout entier relatif a, nous noterons simplement
a, plutdt que a + Mp,Z, la classe de a modulo M,,. En cas de doute, nous préciserons que nous
calculons dans M,, et pas dans Z.



2 Une extension de M,

2.1 3 n’est pas un carré

Lemme 2. Le nombre 3 n’est pas un carré dans M.

Démonstration. Par la loi de réciprocité quadratique généralisée, les symboles de Jacobi (Mip)

et (%) vérifient

On a
( 1)(Mp—1)/2 ( 1)21”_1—1 - 1
De plus,
My=2"-1=(-1)) —1=-2=1mod 3
et donc
(3)-G)
e f— — e 1
3 3

Ainsi,

donc 3 n’est pas un carré dans M,. [

2.2 Un sur-anneau de M,
On consideére Panneau A, = M,[X]/(X? — 3).

On note v/3 la classe de X dans A,. Les éléments de A, s’écrivent de facon unique a + bv/3
ou a,b € M,. Il en résulte que A, est un anneau fini de cardinal Mg. Les opérations dans A,
s’écrivent, pour tous a,b,c,d € M),

(a+bV3) 4+ (c+dV3) = (a+c)+(b+d)V3
(a+bV3) x (c+dV3) = (ac+3bd)+ (ad+ bc)V3

L’ensemble des éléments de A, de la forme a + 01/3 est un sous-anneau de A, isomorphe a M,,.
Nous confondrons dorénavant ce sous-anneau avec M,, de sorte que, M, C A,,.

Proposition 3. Si M, est premier, alors A, est un corps. Sinon, ['anneau A, n’est pas intégre.
p ’ /4 ] D

Démonstration. Supposons M, est premier. Par la proposition 2, le polynome X 2 3 est
irréductible sur le corps M, donc A, est un corps. Si M, n’est pas premier alors M, n’est pas
integre. Comme M, C A,, I'anneau 4, n’est pas non plus integre. [



Proposition 4. On suppose M, premier. Soit ® : A, — A, définie par ®(x) = xMr. L'ap-
plication ® est un endomorphisme de l'anneau A,. Les points fixes de ® sont les éléments de

M,.

L’application ® est le morphisme de Frobenius.
Démonstration. Comme M, est premier, les anneaux M, et A, sont des corps.

Les points fixes de ® sont les racines du polynéme P = XMr — X. Par le petit théoréme de
Fermat, on a pour tout x € M,, zMr = 2 et donc x est racine de P. De plus, comme A, est
un corps, le polynéme P, de degré M, a au plus M, racines. Les racines de P sont donc les
éléments de M,,.

Soient =,y € Ap. On a
O(zy) = (zy)"r = 2Mry™Mr = O(2)P(y)

Par la formule du binome,
My /o7
D ty)=(z+y'r =3 ( k”) by Mk
k=0

Comme M), est premier, pour tout k € [1, M, — 1], M, divise (]\Z”) et donc, dans A,, (Nklp) = 0.
De la, tous les termes de la somme sont nuls sauf le premier et le dernier, d’ou

d(z+y) =M +yr = 0(z) + B(y)

Enfin, ®(1) = 1. Ainsi, ® est un endomorphisme du corps A,. O

Remarque. Plus généralement, soit K un corps de caractéristique ¢ # 0. L’entier g est un
nombre premier et 'ensemble Ko = {n x 1 : n € Z} est un sous-corps de K isomorphe & Z/qZ.
L’application ® : K — K définie par ®(x) = 29 est un endomorphisme du corps K et pour tout
x € K, ®(x) = z si et seulement si x € Ky. La preuve de ces résultats est analogue & ce que nous
avons fait dans le cas particulier de A,,.

3 Le test de Lucas-Lehmer
Posons o = 2 + /3 et § = 2 — /3. Remarquons que
af=2+V3)(2-V3)=22-V3 =1

Ainsi, sans I'anneau A, a est inversible et a =g

3.1 Condition nécessaire

Proposition 5. On suppose M, premier. Alors, ot = 1.



Démonstration. Soit r = 2PT1/2 ¢ M,,. On a
72 =201 =2 x 2 =2(M,+1) =2
Ainsi, 2 est un carré dans M, Notons V2 = r. Soient

1+ 1
=7 NG

On a facilement p? = a et p> = B. De 14,

P

p—1 p—1 D M,
o = (p) =p" = pp™r = pd(p)
Clairement, p et 7 sont des racines du polynéme Q = (v/2X —1)2 — 3. Comme Q est de degré
2, ce sont les racines de @ (rappelons que comme M, est premier, A, est un corps). De plus,
comme P est un endomorphisme d’anneau,

Q(2(p)) = 2(Q(p)) = (0) =0

On a donc ®(p) = p ou ®(p) = p. Par la proposition[d] comme p ¢ M,, ®(p) # p, donc ®(p) = p.
Ainsi, X
op— _

o = p®(p) =pp=—1
O

3.2 Condition suffisante

op—1

Proposition 6. On suppose o = —1. Alors, M, est premier.

Démonstration. Supposons, par I’absurde, que M), n’est pas premier. Soit ¢ < M, un diviseur
premier de M,. Dans I’anneau M, on a ¢(M,/q) = M, = 0. Comme M,/q # 0, on en déduit
que ¢ est un diviseur de zéro dans M, et donc aussi dans A,,.

Comme ¢ est un diviseur de zéro, q n’est pas inversible. Il appartient donc a un idéal maximal
7 de Ap. Notons K = A,/Z. Comme 7 est maximal, K est un corps. De plus, comme ¢ € Z, on

a dans le corps K I'égalité ¢ x 1 = 0. Ainsi, K est de caractéristique q.
Notons @ et /3 les classes de a et 3 dans K. On a a? ™" = —1 dans K. En élevant au carré,

@?” = 1. On en déduit que @ est d’ordre 2P dans le corps K.
Soit Q = (X —a@)(X — ) = X% —4X +1 € K[X].
Comme K est de caractéristique ¢, 'application ¥ : x — 29 est un endomorphisme du corps
K. On a donc

Q@) =Q(¥(a)) = ¥(Q@)) =0
Ainsi, @? est racine de Q. On en déduit que @? = @ ou @ = 3. Examinons chacun des deux cas.
e Cas 1, @¢ = @. En multipliant par § = @', on obtient @?~! = 1. De 1, I'ordre de @, 2P, divise
qg—1etdonc 2P <q—1.0r, g < M,=2P—1. Contradiction.
e Cas2,a?=pF=a ' Onadonc @t =1. On en déduit que I'ordre de @ divise ¢ + 1, c’est &
dire 2P divise ¢ + 1. On a donc 2 < ¢+ 1, d’ou M, = 2P — 1 < q. Contradiction. [



3.3 La suite de Lucas-Lehmer

Le calcul de 2" peut étre effectué en p — 1 élévations au carré dans ’anneau 4,. On dispose
donc d’un algorithme en O(p) pour décider de la primalité de M,,. Il est toutefois possible de
se passer de I'anneau A, en effectuant uniquement des élévations au carré dans 'anneau M,,.
Pour cela, considérons la suite (2, )n,en d’éléments de M,, définie par

Tro = 4
pour tout n € N,z 1 = 22 — 2

n—

Proposition 7. Pour tout n € N,
In = o? + 62
Démonstration. Montrons ce résultat par récurrence sur n. Tout d’abord,
0 0
o+ =a+pB=4=un
Soit n € N. Supposons la propriété vérifiée par n. On a alors

o= (0¥ 4 )
a2n+1 + ﬁ2n+l + 2(@/8)2n
_ a2n+1 + 62n+1 + 2

et donc
. 2n+1

2 on+1
Tpp1 =2, —2=a° +f

g

Proposition 8. M, est premier si et seulement si x,_o = 0.

Démonstration. Rappelons que « est inversible dans I’anneau A,. On a donc

Tp2=0 <+ a2p72 + 04_21772 =0
= o (a2p_l +1)=0
= & +1=0

opr—1
= « =-1

d’ou le résultat par les propositions [f et [} O

La proposition [§] fournit un algorithme efficace pour déterminer si un nombre de Mersenne est
premier : pour déterminer si M,, est premier, il suffit d’effectuer p — 2 élévations au carré et p —2
soustractions modulo M),.
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