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[1]: import matplotlib.pyplot as plt
import random
import math

1.1 1. Introduction
1.1.1 1.1 Qu’est-ce qu’une matrice magique 7

Dans toute la suite, nous supposerons que les indices des coefficients d’une matrice commencent &
0. Toutes les matrices considérées seront carrées. Nous appellerons taille d'une matrice (carrée) le
nombre de ses lignes (et donc aussi de ses colonnes).

Définition 1. Soit n > 1. Une matrice magique de taille n est une matrice C € M,,(R) dont
les sommes des coefficients sur chaque ligne, chaque colonne, et chacune des deux diagonales sont
identiques. En d’autres termes, C' est magique si et seulement si il existe S € R tel que
, -1
o Pour tout ¢ € [|0,n — 1]], Z;L:O C;;=S.
, -1
« Pour tout j € [|0,n —1|], 37" " C,; = S.

=0
« Yo, =S

i=0 U
-1
¢ Z?:o Ci(n—l—i) =5.
Nous noterons S = o(C'). Le réel o(C) est la somme magique de C. Nous noterons également M,,
I’ensemble des matrices magiques de taille n.

Définition 2. Un carré est une matrice dont les coefficients sont des entiers naturels non nuls.

Définition 3. Un carré normal de taille n > 1 est un carré dont les coeflicients sont les entiers 1,

2,.., n2.

Le but de ce notebook est, principalement, de décrire un algorithme permettant, pour tout entier
n > 3 de déterminer un carré magique normal de taille n.



[2]:

[3]:

1.1.2 1.2 La somme d’un carré magique normal

Soit C' un carré magique normal de taille n. On a

< 1

Par ailleurs,

Ainsi,
L
o(C) = in(n +1)

def somme_magique(n):
return n *x (n ** 2 + 1) // 2
Voici la valeur des sommes magiques des carrés magiques pour les premieres valeurs de n.

for n in range(l, 21):
print('%2d%5d' % (n, somme_magique(n)))

1 1
2 5
3 15
4 34
5 65
6 111
7 175
8 260
9 369
10 505
11 671
12 870
13 1105
14 1379
15 1695
16 2056
17 2465
18 2925
19 3439
20 4010



[4] :

[5]:

[6]:

[7]:

[8]:

print (somme_magique (2023))

4139594095
Proposition. 1l existe un unique carré magique normal de taille 1.
Démonstration. C’est (1).

Proposition. Il n’existe pas de carré magique normal de taille 2.

. . : b , .
Démonstration. Soit C = (CCL d)' Supposons que C' est un carré magique normal. On a alors

o(C) = 5. L’un des coefficients de C' est égal a 1. Par exemple, a =1. Onaalorsa+c=a+b=
a+d=2>5et donc b =c =d =4, contradiction.

Proposition. Soit n > 3. Il existe un carré magique normal de taille n.

Démonstration. C’est plus ou moins le but de ce notebook. Patience ...

1.1.3 1.3 Quelques fonctions utiles

Nous représenterons une matrice A € M, (R) en Python par une liste (que nous noterons encore A)
de n listes de longueur n. Pour tous 4, € [|0,n — 1[], décidons que le coefficient A, ; de la matrice
A est Ali][7]. A[i] est donc la iéme ligne de la matrice A.

La taille d’'un matrice est la longueur de la liste qui la représente.

def taille(A): return len(A)

La fonction matrice_vide renvoie une matrice de taille n dont tous les coefficients sont égaux a
None.

def matrice_vide(n):
A = n * [None]
for i in range(n):
A[i] = n * [None]
return A

La fonction somme_ligne renvoie la somme des coefficients de la ligne 7 de la matrice A.

def somme_ligne(A, i):
n = taille(4)
s =0
for j in range(n):
s += A[i][j]
return s

La fonction somme_colonne renvoie la somme des coefficients de la colonne j de la matrice A.

def somme_colonne(A, j):
n = taille(A)



[9]:

[10]:

[11]:

[12]:

s =0

for i in range(n):
s += A[i][j]

return s

La fonction somme_diagl renvoie la somme des coefficients de la diagonale « principale » de la
matrice A.

def somme_diagl(A):
n = taille(Ad)
s =0
for i in range(n): s += A[i][i]
return s

La fonction somme_diag2 renvoie la somme des coefficients de la diagonale « secondaire » de la
matrice A.

def somme_diag2(A):
n = taille(A)

s =0
for i in range(n): s += A[il[n - 1 - i]
return s

La fonction est_matrice_magique renvoie True si la matrice A est magique et False sinon.

def est_matrice_magique(A):

s = somme_ligne(A, 0)

n = taille(A)

for i in range(n):
if somme_ligne(A, i) != s: return False
if somme_colonne(A, i) != s: return False

if somme_diagl(A) !'= s: return False

if somme_diag2(A) != s: return False

return True

La fonction est_normal renvoie True si les coefficients de la matrice A de taille n sont les entiers
entre 1 et n2, et False sinon.

def est_normal(A):
n = taille(A)
s = [A[i]1[j] for i in range(n) for j in range(n)]

s.sort()
for k in range(n ** 2):
if s[k] !'= k + 1: return False

return True

La fonction est_carre_magique_normal renvoie True si C est un carré magique normal et False
sinon.



[13]: def est_carre_magique_normal(C):
return est_matrice_magique(C) and est_normal(C)

La fonction print_carre afiche joliment un carré. Evidemment, on n’y voit pas grand chose si la
taille du carré est trop grande.

[14]: def print_carre(C):
n = taille(C)
for i in range(n):
print('+' + n * '-———+')
print('|', end='")
for j in range(n):

print('%4d|"' % C[il[j], end='")
print ()
print('+' + n * '-———+"')
La fonction plot_matrice affiche une représentation graphique de la matrice C'

[15]: def plot_matrice(C):
plt.imshow(C, cmap='hot', interpolation='none')

1.1.4 1.3 Trois exemples

Voici un carré magique normal de taille 3. Nous verrons plus loin que, a rotations et symétries
pres, c’est le seul possible.

[16]: | carre3 = [[4, 9, 2], [3, 5, 71, [8, 1, 6]]

[17]: print_carre(carre3)

e s Lt S
[ 4| 9| 2|
e s e e
| 31 51 7|
t————t————f————t
| 8] 1l 6l
-ttt

[18]: print(est_carre_magique_normal (carre3))

True

Voici un carré magique normal de taille 4. On part de la matrice de taille 4 contenant les entiers
de 1 & 16 rangés dans ’ordre.

[19]: carre4 = [[1, 2, 3, 41, [5, 6, 7, 8], [9, 10, 11, 12], [13, 14, 15, 16]]



[20]:

[21]:

[22]:

[23]:

print_carre(carred)

-ttt
| 11 21 31 4]
-ttt
| s 6l 71 8l
-ttt
| 9l 10l 11l 12|
ot ————————+
| 13| 14| 15| 16|
o ————+

On échange ensuite les coins opposés.

carre4[0] [0], carre4[3][3]
carre4[0] [3], carre4[3][0]
print_carre(carre4)

carre4[3][3], carre4[0][0]
carre4[3] [0], carre4[0] [3]

F————t————t————t————t
| 161 2| 3| 13|
R et e e
| 51 6l 71 8l
e e et Bt
| 9l 101 111 12|
F——
| 4] 14] 15| 1]
-ttt

On échange enfin les coins opposés du carré central 2 x 2.

carre4[1] [1], carre4[2][2]
carre4[1] [2], carre4[2][1]
print_carre(carred)

carre4[2] [2], carre4[1][1]
carre4[2] [1], carred[1][2]

Fo—— b ——t————4
| 16| 2| 31 13|
Fo———t————————t————+
[ 5| 11| 10| 8|
e S s Sttt &
Il 9l 71 6] 12]
Tt e
| 4| 14| 15] 1]
et e

Ce carré est un carré magique normal.

print(est_carre_magique_normal(carre4d))

True



Un carré magique normal apparait dans le tableau d’Albrecht Diirer Melencolia. On laisse au
lecteur le soin de le vérifier.

Voici enfin un carré magique normal de taille 8. Comment ’a-t-on obtenu ? Attendez la fin du
notebook ...

[24]: carre8 = [
[33, 13, 30, 21, 6, 64, 40, 53],
[49, 8, 35, 27, 17, 36, 62, 26],
[46, 55, 31, 38, 42, 1, 2, 45],
[43, 60, 54, 51, 4, 3, 11, 34],
[14, 15, 16, 47, 59, 39, 9, 611,



[37, 32, 25, 41, 52, 10, 58, 5],
[18, 48, 19, 28, 23, 44, 56, 241,
[20, 29, 50, 7, 57, 63, 22, 12]1]

[25]: print_carre(carre8)

[26]: print(est_carre_magique_normal(carre8))

True

[27]: plot_matrice(carre8)



Nous aurons besoin plus tard des carrés magiques normaux de tailles 4 et 8 pour fabriquer des
carrés magiques normaux de taille quelconque.

1.1.5 1.4 Rotations et symétries

Le groupe dihédral D, est l’ensemble des isométries du plan laissant invariant ’ensemble
{(—-1,-1),(—-1,1),(1,-1),(1,1)} (c’est I'ensemble des sommets d'un carré). D, contient 8 élé-
ments :

D, = {id,r,r2,73,8,7 05,72 0 5,73 0 5}
ol 7 est la rotation de centre O, d’angle I et s est la symétrie orthogonale par rapport a Oz. Dy
est un groupe pour la composition des applications.

Soit n > 1. Le groupe D, agit sur M, (R), en ce sens que l'on peut définir une multiplication
externe X : Dy x M, (R) — M, (R). Il suffit de définir, pour tout A € M, (R), rA et sA, les
autres produits s’en déduisant par associativité. Par exemple (12 o s)A = r(r(sA)).

Définissons rA et sA en posant, pour tous i,j € [|0,n — 1|],

(”Uz‘j = Aj(nflfi)



<5A)ij = A(nflfi)j

De fagon plus imagée, A est la matrice obtenue en faisant subir & A un quart de tour dans le sens
antihoraire, et sA est la matrice obtenue en échangeant les lignes 0 et n — 1, les lignes 1 et n — 2,
etc., de la matrice A.

Remarque. Pour tous i,j € [|0,n — 1],

((se T)A)z‘j = (5(7’14)%3‘ = (TA>(n717i)j = Aj(nflf(nflfi) = Aji
Ainsi, (sor)A = AT est la transposée de A.

[28]: def rotation(A):
n = taille(A)
B = matrice_vide(n)
for i in range(n):
for j in range(n):
B[il[j] = A[jl[n - 1 - 1]

return B

[29]: A = carre8
B = rotation(A)
print_carre(A)

s Mt e e s St e e
| 331 13| 30l 21| 61 64| 40| 53|
i e e e s Sttty Sttt St
| 491 8| 35| 27| 171 361 62| 26|
Rt e R e it Sttt
| 46| 55| 311 38| 42| 1| 2| 45|
e L L e LIttt Sttt
| 43| 60| 54| 51| 4] 3| 11| 34|
L e e at ntatatet o e
| 14| 15| 16| 47| 59| 391 9| 61|
-ttt 4 ————1
| 371 321 25| 41| 52| 10| 58| 5|
-ttt 4 ————1
| 18] 48| 19| 28| 23| 44| 56| 24|
e e e et e e R atat LT Lt o
| 201 29| 50l 7| 571 63| 22| 12|
e e et e e D D s



| 401 621 2| 11| 9| 58] 56| 22|
i e B s St S S
| 64| 36| 11 3] 39| 10| 44| 63|
e B A e S e S
| 6l 171 42| 4| 59| 52| 23| 57|
e S et SRS
| 211 271 38| 51| 47| 41| 28] 71
e S e t S E S
| 301 35| 31| 54| 16| 25| 19| 50|
et s e e e
[ 13] 8|l 55| 60| 15| 32| 48| 29|
et A e L e S
| 33| 491 46| 43| 14| 37| 18| 20|
e T A e
[31]: def symetrie(A):
n = taille(A)
B = matrice_vide(n)
for i in range(n):
for j in range(n):
B[i][j] = Aln - 1 - 1] [j]
return B
[32]: A = carre8
B = symetrie(A)
print_carre(A)
e St et S
| 331 13] 30| 21| 61 641 40| 53|
e et S s 2
| 49] 8l 35| 27| 171 361 62| 26|
B et TS
| 46| 551 31| 38| 42| 1] 2| 45|
et A et e e
| 43| 60| 54| 51| 4| 31 11| 34|
e A e e
| 14| 15| 16| 47| 59| 39| 9| 61|
e T e s St 3
| 371 32| 25| 41| 52| 10l 58| 5]
e T At T
| 18] 48| 19| 28| 23| 44| 56| 24|
e R e e At ST
| 201 29| so0l 71 571 631 22| 12|
e A T g I e
[33]: print_carre(B)
e S et St S



[34]:

s S et B S e S s
| 18] 48| 19| 28| 23| 44| 56| 24|
e e e St e B s
| 371 321 25| 41| 52| 10| 58] 5|
e e S e B e
| 14| 15| 16| 471 59| 39| 9| 61|
et e e Sttt LS R
| 43| 60| 54| 51| 4| 31 11| 34|
et e e Dt L e e e e
| 46| 551 31| 38| 42| 1] 2| 45|
et e e e e e
| 49] 8l 35| 27| 17| 36| 62| 26|
e e Rttt L S
| 331 13] 30| 21} 61 64| 40| 53|
et e et e B

Proposition. Soit A un carré magique normal. Pour tout f € D,, fA est un carré magique
normal.

Démonstration. Il suffit de faire la vérification pour f = r et f = s. Faisons-le pour r. Posons
B =1rA. La matrice B a les mémes coefficients que A, elle est donc normale. Remarquons que les
lignes de B sont des colonnes de A, les colonnes de B sont des lignes de A « renversées », et les
diagonales de B sont des diagonales (éventuellement renversées) de A. Il en résulte facilement que
B est magique.

Remarque. A partir d’un carré magique normal A de taille différente de 1, on peut donc créer 7
autres carrés magiques normaux. Voici par exemple la transposée de notre carré magique de taille
8

A = carre8

B = symetrie(rotation(A))
print(est_carre_magique_normal(B))
print_carre(B)

True

ot ————¢
| 33| 49| 46| 43| 14| 37| 18] 20|
s T e s e S 3
| 13] 8] 55| 60| 15| 32| 48] 29|
R et e B A it TR S
| 30|l 35| 31| 54| 16| 25| 19| 50|
B e S B s i St e
| 21| 27| 38| 51| 47| 41| 28] 71
B e e B e s E
[ 6| 171 42| 4| 59| 52| 23| 57|
s e T B e e ittt R S
| 64| 36/ 1] 3| 39| 10| 44| 63]
B e T B e e Tt SR

12



| 40| 62| 2] 11] 9] 58] 56| 22|
s S et B S e S s

| 53| 26| 45| 34| 61} 5| 24| 12|
e e e St e B s

1.2 2. Les carrés magiques normaux de taille 3

Soit n > 1. L’ensemble M, est un sous-espace vectoriel de M, (R) : pour toutes matrices magiques
C,C" € M, et tout réel \, C + C" € M,, et \C € M,,. De plus, la fonction « somme magique »
o: M, — M, est une application linéaire :

o o(C+C")=0(C)+a(C).

o o(AC) = Ao (O).

Ce résultat se prouve sans difficulté.

1.2.1 2.1 Matrices magiques symétriques et antisymétriques

Notons & I’ensemble des matrices magiques 3 x 3 symétriques et A ’ensemble des matrices magiques
3 x 3 antisymétriques.

Proposition. Les ensembles & et A sont des sous-espaces vectoriels de M5. On a de plus S@ A =
M3-

Démonstration. Si A € M;, la transposée de A, AT, appartient & M;. La transposition étant
linéaire, I'application ¢ : A — AT est donc un endomorphisme de M5. De plus, ¢? = id, donc ¢
est une symétrie de Ms. De la, A = ker(¢p—id) et § = ker(p+id) sont deux sous-espaces vectoriels
supplémentaires de M.

Pour déterminer les matrices magiques de taille 3, il suffit donc de déterminer celles qui sont
symétriques et celles qui sont antisymétriques, puis de les ajouter.

1.2.2 2.2 Matrices magiques antisymétriques

Une matrice antisymétrique a ses coefficients diagonaux nuls. On a donc pour tout A € A, o(A) = 0.
Ecrivons

0 a b
A=|—-a 0 ¢
—b —c O
On a A € A si et seulement si
a+b =0
—a+c = 0
—-b—c = 0

13



ce qui équivaut a b = —a, ¢ = a. Les matrices de A sont donc les matrices de la forme A = AW,
ou AeRet

Ainsi, A =< W > est de dimension 1.

1.2.3 2.2 Matrices magiques symétriques

Déterminons tout d’abord les matrices A € 8 telles que o(A) = 0. Ecrivons

a b c
A=1b d e
c e f
Ona A€ Seto(A)=0siet seulement si

a+b+c =
b+d+e
(S) R c+e+f
a+d+f =
2c+d =

I
coooo

Résolvons (5) par l'algorithme du pivot de Gauss.
Etape 1: Ly < L, — L.

a+b+c =
b+d+e
(S) ¢ c+e+f
—b—c+d+f =
2c+d =

Il
cococoo

Etape 2: Ly < Ly — Lo, Ly + L, + L.

a+c—d—e =
b+d+e

(S) R c+e+f
—c+2d+e+ f
2c+d =

I
coocoo

Etape 3 : Ly <~ Ly — Ly, Ly < (L, + L3), L5 < Ly — 2Ls.

14



a—d—2e—f =
b+d+e =
(S) ¢ c+e+f
d+e+ f
d—2e—2f =

o O O O O

Etaped: Ly < Ly + Ly, Ly < Ly — Ly, Ly —3(Ls — Ly).

a—e =
b—f
(S) ct+e+f =
d+e+f =
e+ f =

O O O O O

Etape 5: Ly < Ly + Ly, Ly ¢ Ly — Ly, Ly <+ Ly — L.

a+ f

b—f
(5) < ¢

d =

e+f =

Il
cococoo

Ainsi, A € S et 0(A) = 0 si et seulement si

(%)
A= f 0o —f
0 —f f

ou encore, en posant A=—f, A=AV,ou X €Ret

Notons

Ainsi, il existe A € R tel que B = AV. De la,

15



1
A= So(AU +AV

Inversement, toute matrice de ce type est dans §. Ainsi, § =< U,V > est de dimension 2.

1.2.4 2.3 Matrices magiques de taille 3

En regroupant le tout, on obtient Ms; =< U,V, W >. L’espace vectoriel Mg est donc de dimension
3 : les matrices de 5 sont les matrices de la forme

A=aU +bV +cW

ol a,b,c € R. De plus, a = 10(A). En développant la combinaison linéaire ci-dessus, on obtient

a+b a—b+c a—-c
A=|a—-b—c a a+b+c
a+c at+b—c a—b

1.2.5 2.4 Les carrés magiques normaux de taille 3

Passons maintenant aux carrés magiques normaux. Pour un tel carré A, on a o(A) = 15, et donc
a = 5. Ainsi, en reprenant les notations ci-dessus,

5+b 5—b+c 5—c¢
A=|5—-b—c 5 5+b+c
5+c 5+b—c 5—b

Il reste a déterminer b et ¢, qui sont clairement entiers. Ona 1 <5+b<9donc —4<b<4 Ilen
est de méme pour ¢. Nous pourrions faire le travail a la main, mais laissons faire Python.

[35]: def carres_magiques_normaux_3():
sols = []
for b in range(-4, 5):
for c in range(-4, 5):
A=[[65+Db,5-b+c, 5-¢c],[EB-b-¢,5,5+b+c],[6+c, 5+,
fab—C,S_b]]
if est_carre_magique_normal(A):
sols.append(4)
return sols

[36]: sols = carres_magiques_normaux_3()
print(len(sols))

8

16



Il y a ainsi 8 carrés magiques normaux de taille 3. Remarquons que, en appelant C' 'un de ces
carrés, tous les carrés sont de la forme fC ou f € D,.

Il existe donc essentiellement un seul carré magique normal de taille 3.

1.3 4. Carrés magiques normaux de taille impaire

Il existe de nombreuses méthodes pour créer des carrés magiques normaux de taille impaire. Nous
allons décrire 'une d’entre-elles.

1.3.1 4.1 Une matrice magique
Soit m € N*. Soit n = 2m + 1. Soit P la matrice de taille n dont les coefficients de la iéme ligne

(0 <i<n—1)sont égaux a i+ 1 : pour tous i,j € [[0,n —1[], P;; =i+ 1. Soit U,, la matrice de
taille n dont tous les coefficients sont égaux a 1. Posons

A=P+PT+(m-1)U,

et

B=P+2PT 20U

n

Posons enfin

C =n(Amodn)+ (Bmodn)+U,

ou le modulo signifie que les coefficients des matrices A et B sont chacun pris modulo n. Quels
sont les coefficients de la matrice C' ? Soient 7,5 € [[0,n — 1|]. On a

et donc
C,i=n((i+j+m+1)modn)+ ((i +2j+1) mod n)+1

)

Proposition. La matrice C' est magique.

Démonstration. Soit i € [|0,n — 1|]. Soient j,j” € [|0,n — 1|]. Supposons que i + j+m + 1 =
i+7 +m-+1modn. Alors, j = j' mod n et donc j = j/. De méme, i +2j+1 =1i+25 +1 mod n.
Alors, 25 = 25’ mod n et, comme n est impair, j = j’. Ainsi, les coefficients de la ligne i de A mod n
sont n entiers distincts entre 0 et n — 1. Ce sont donc les entiers entre 0 et n — 1. De la,

17



3=0 j=0
De méme,
n—1
E B, ; mod n =mn
=0
et donc

n—1

1
Zcij =mn®+mn+n=n(mn+m+1)=n2m?+2m+1)= in(n2+1)
3=0

Le méme raisonnement montre que pour tout j € [|0,n — 1]],

i
L

)

C..= %n(n2 +1)

g

o

1=

Passons aux diagonales de C'. Pour tout i € [|0,n — 1],

Toujours par le méme raisonnement,

n—1

E A,;; mod n =mn
i=0
On a aussi

Si n n’est pas multiple de 3, le raisonnement déja fait plusieurs fois prouve que

n—1

E B;; mod n = mn
i=0

Supposons maintenant que n = 3p est multiple de 3. On a alors

18



Y Bymodn = 320PCN(3i 4 1) mod 3p
3y (3i+1)
3(3p(p—1) +p)

= 3n(p—1)+n
= in(n-—1)
= nm

n—1 n—1
Dans tous les cas, on retrouve pour .~ " A;; modn et - * B;; mod n les valeurs des sommes

déja trouvées pour les lignes de C. Ainsi,

Ci; :%n(nQ—l—l)

17

(]

1=0

Le calcul de la somme de la seconde diagonale de C' est laissé en exercice.

1.3.2 4.2 C est un carré normal

Proposition. C est un carré magique normal.

Démonstration. Nous savons déja que la matrice C est magique. Clairement, les coefficients de
C sont des entiers naturels. Il reste & prouver que ce sont les entiers entre 1 et n2.

Soient i, j € [|0,n — 1|]. Rappelons que

Ci; =n((i+j+m+1)modn) + ((i +2j + 1) mod n) + 1

Clairement, C’ij > 1. De plus,
.2
Ciy<nn—1)+Mn-1)+1=n

Soient i,7,i’j" € [|[0,n —1|]. Posons u =i+j+m+1L,v=i+2j+1, v =i+ +m+1et
v/ =i’ 4+ 25" + 1. Supposons que C;; =C, . On a donc

n(u mod n) + (v mod n) = n(u” mod n) + (v mod n)

En prenant cette égalité modulo n, il vient v mod n = v’ mod n. En reportant, on obtient
n(u mod n) = n(u’ mod n)
d’ot, en divisant par n, u mod n = v’ mod n. On a donc

i’ +7 +m+1modn
i’ +25 +1modn

i+j+m+1
i+2j+1
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d’ou

i+j = i +j5 modn
i+2j = i +25 modn

En soustrayant, il vient j = 5/ mod n. Mais j,j’ € [|0,n — 1]], donc j = j/. En reportant, il vient
i =4’ mod n et donc, de méme, i = i’.

En résumé, les coefficents de C' sont n? entiers naturels distincts appartenant a [|1,n2|]. Ce sont
donc les entiers naturels entre 1 et n2. Ainsi, C' est un carré normal.

1.3.3 4.3 Le code Python

La fonction carre_magique_normal_imair prend en parametre un entier impair n > 3 et renvoie
un carré magique normal de taille n.

[37]: def carre_magique_normal_impair(n):
C = matrice_vide(n)
m=(@-1) // 2
for i in range(n):
for j in range(n):
C[il[j] =n * (i + j+m+ 1) %4 n) + (A +2* 3+ 1) %n+1
return C

[38]: C = carre_magique_normal_impair(11)
print (est_carre_magique_normal(C))
print_carre(C)

True

B T T S s S i i S St Rt o
| 68| 81| 94| 107| 120] 1| 14| 27| 40| 53| 66]|
B i e S e B S Rttt Rttt &
| 80| 93| 106| 119| 11| 13| 26| 39| 52| 65| 67|
s e e s sttt e
| 92| 105| 118| 10| 12| 25| 38| 51| 64| 77 79|
s et s et e s Rttt &
| 104]| 117| 9| 22| 24| 37| 50| 63| 76| 78] 91|
e+
| 116] 8l 21| 23| 36| 49| 62| 75| 88| 90| 103]
e+
| 71 20| 33| 35| 48| 61| 74| 87| 89| 102] 115|
s S e e i B ettt BT B S
| 19| 32| 34| 47| 60| 73| 86| 99| 101| 114] 6|
+————t—— e ————}
| 31| 44| 46| 59| 72| 85| 98] 100| 113| 5| 18]
B e Tt S e s S D S Rt
| 43| 45| 58| 71l 84| 97| 110] 112| 4| 17| 30|
B e T e s Sttt L R



| 55| 57| 70l 83| 96| 109| 111] 31 161 29| 42|
s S s et S e it St e S

| 56| 691 82| 95| 108| 121] 2] 15| 28| 41| 54|
s St e S st St

1.4 5. Produit de carrés magiques normaux
1.4.1 5.1 Une opération sur les carrés magiques normaux

Soient A et B deux carrés magiques normaux de tailles respectives m et n. Nous allons définir une
matrice C' = A ® B de taille mn. Le plus simple est de définir cette matrice par blocs. La matrice

C est constituée de m? blocs de taille n. Pour i,j € [|0,m — 1|], le bloc & la « ligne » i et & la «
colonne » j de C est

ou U,, est la matrice de taille n qui ne contient que des 1.

Proposition. C' est une matrice magique.

Démonstration. Soient 4, j € [|0,m — 1[]. Soit k € [|0,n —1|]. On a

22;01<C[ij})ké = > (n (A;; = DU, ke + Bre)
= Z (n (Aj; —1) + Bye)
( 4 bn(n? + 1)
= WA 3 )

Soit p € [|0, mn — 1|]. p s’écrit de fagon unique p = ni +k ou i € [|0,m — 1|] et k € [|0,n — 1]]. La
somme des coefficients de la ligne p de C' est

Y s (Clij)ke Y (P A + E(n—n?))
= n®0(A) + im(n—n?))
= In®m(m? + 1)+ Im(n—n?3))
= Imn(m?n®+1)

Un calcul analogue montre que la somme des coefficients de C' sur chacune de ses colonnes est aussi
%mn(m2n2 + 1). Tl reste & vérifier la somme des coefficients sur chacune des diagonales. On a

ST, = ST S G
- X7 T (A}~ 1)+ Byy)
= ”Zj:() ( jj—1)+mZZ;é By
= n(n?c(A) —mn?)+ mo(B)
(m? +1) —mn® + min(n? +1)
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On a un résultat analogue pour lautre diagonale. Ainsi, C' est une matrice magique, de somme
magique

Proposition. C est un carré magique normal.

Démonstration. Nous avons déja vu que la matrice C est magique. Les coefficients de la matrice
C sont clairement des entiers naturels, C est donc un carré magique. Il reste & montrer que
les coefficients de C' sont les entiers entre 1 et m2n2. Tout d’abord, soient i,j € [|0,m — 1]] et
k. ¢ €[|0,n—1]]. On a

(Clig))ie = n?(A;; — 1) + By <n?(m? —1) +n? = m?n?

et aussi

(Clij)ie =n%(A;; —1) + Byy > By > 1

Montrons maintenant que les coefficients de C sont distincts. Soient 4,7,i",5" € [|0,m — 1]] et
k, €, k", ¢" €[|0,n —1|]. Supposons que (Cp;;))xe = (Cpir )i~ On a donc

7’L2(A,LJ — 1) + Bk£ = n2(Ai/j/ — 1) + Bk:/ﬂ/

ou encore

n? (A,

ij

- A’i’j’) - Bk/e/ —Bke

Le membre de droite de cette égalité est strictement compris entre —n? et n2. Mais c’est aussi, en
regardant le membre gauche, un multiple de n2. Il en résulte qu'il est nul. Ainsi, By, = By, et,
en reportant, A,; = A,/ ;. Comme les coefficients de A sont distincts deux a deux (et ceux de B
aussi), il vient k =k, £ =0, i=1i"et j=7.

Résumons-nous : les coefficients de C' sont m?n? entiers distincts appartenant a [|1,m?n?|]. Ce
sont donc les entiers de [|1,m?n?|].

1.4.2 5.2 Le code

La fonction produit prend en parameétres deux carrés magiques normaux A et B. Elle renvoie

A®B.

[39]: def produit(A, B):
m, n = taille(A), taille(B)
C = matrice_vide(m * n)
for i in range(m * n):
for j in range(m * n):

Cl[il[j1 = (A[i // nll[j // n] - 1) * n *+x 2 + B[i % nl[j % n]
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return C

Voici un carré magique normal de taille 15.

[40]: A = carre_magique_normal_impair(3)
B = carre_magique_normal_impair(5)
C = produit(A, B)

print(est_carre_magique_normal(C))
print_carre(C)

| 192] 199| 176| 183| 190| 17| 24|
| 198] 180| 182] 189| 191| 23| 5|
| 179 181| 188| 195| 197| 4| 6l
| 185 1871 194| 196| 178| 10| 12|

| 186] 193| 200| 177| 184| 11| 18]

| 86| 93| 1001 77| 84| 211| 218]|

[41]: plot_matrice(C)
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1.5 6. Carrés magiques normaux de taille paire

1.5.1 6.1 Introduction

Soit m > 1. Posons u = 2m+1 et n = 2u. Nous allons fabriquer un carré magique normal de taille
n & partir d’un carré magique normal de taille u. Nous serons donc en mesure de créer des carrés
normaux de toutes les tailles qui sont le double d’un nombre impair. La méthode que nous allons
décrire est due a Ralph Strachey (1868-1923).
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Dans ce qui suit, A est un carré magique normal de taille u.

1.5.2 6.2 Premiére étape

Commencons par créer une matrice B de taille n. La matrice B est composée de 4 blocs de taille
u. Pour i,j € {0,1},

ou U, est la matrice de taille v qui ne contient que des 1, et

agg = 0,001 = 2,019 = 3,097 = 1

[42]: def doubler(A):

u = taille(A)

n=2s%u

B = matrice_vide(n)

for i in range(u):

for j in range(u):

B[il[j]1 = A[il[j]
BLil[j + ul = A[i1[j] + 2 * u ** 2
Bli + ul[j] = A[i]1[j] + 3 * u ** 2
Bli + ullj + ul = A[i][j] + u ** 2

return B

[43]: A = carre_magique_normal_impair(3)
print_carre(A)
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[44] :

[45]:

| 8l 1] 6|
e S
| 3l 5| 71
Fom— b ———+
I 41 9l 2|
Fom— b ———+

B = doubler(A)
print_carre(B)

R A B e e ettt 4
| 8l 1l 6] 26| 19| 24|
Lt e e amtatad ettt o
| 31 51 71 21| 23] 25|
4=+
|4l 9l 2| 221 271 20|
-ttt ————+
| 35| 28| 33| 17| 10| 15|
-ttt ————+
| 301 321 34| 12| 14| 16|
e e e e ettt
| 311 361 29| 13| 18] 11|
e e et e Tl Sttt

Proposition. Les coefficients de B sont les entiers de [|1,n2].
Démonstration. Soit r € [|1,n?]].

e Sil<r<wu? alorsr est un des coefficients de A = By,.

e Siu?+1<r<2u?, alors 1 <r—u? <wu?. Facilement, r est un des coefficients de B
e Si2ut+1<r< 3u2, alors 1 < r — 2u2 < u? et r est un des coefficients de By

e Si3u?+1<r<4u?, alors 1 <r—3u? <u? et rest un des coefficients de Biy.

Tous les entiers de [|1,n2|] sont donc des coefficients de B. Comme la matrice B possede n?
coefficients, ses coefficients sont les entiers de [|1,n2].

1.5.3 6.3 Deuxiéme étape : échanges a droite
Dans les m — 1 derniéres colonnes de B, on échange la premiere moitié et la deuxieme moitié de la
colonne. On crée ainsi une nouvelle matrice C. Plus formellement, soient 4, j € [|0,n — 1]].

e Sin—m+1<j<neti<u, C;=DBiy);
e Sin—m+1<j<netu<i<n,C;;=DB;_,);

La fonction echange_droit ci-dessous fait le travail. Elle modifie B sur place.

def echange_droit(B):
n = taille(B)
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n// 2

m=(u-1) //2

for j in range(m - m + 1, n):
for i in range(u):

B[il[j] ,Blu + i]J[j] = Blu + il[j], B[il[j]

u

[46]: A = carre_magique_normal_impair(5)
print_carre(A)

[47]: B = doubler(A)
print_carre(B)

| 86l 93| 100l 77| 84| 36| 43| 50| 27| 34|
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[48] : echange_droit(B)
print_carre(B)

s e T e et e et Lttt
| 171 241 11 8| 15| 67| 74| 51| 58| 40|
s it e e I Attt e e e e
| 23] 51 71 14| 16| 73| 55| 57| 64| 41|
e it e e s e Tt sttty sttt ettt
| 41 6l 13| 20| 22| 54| 56| 63| 70| 47|
R S R e e e ettt e e
| 10l 12| 191 21| 3| 60l 62| 69| 71| 28]
R B it It et e e
| 11] 18] 251 2| 9| 61| 68| 75| 52| 34|
-ttt ————
| 921 99| 76| 83l 90| 42| 49| 26| 33| 65]
-ttt ————
| 98| 80l 82l 89 91| 48| 30l 32| 39| 66|
-ttt ————
| 791 81l 88| 95| 97| 29| 31| 38| 45| 72|
s e et et e e e D s e it LE Lt
| 85| 87| 94| 96| 78| 35| 37| 44| 46| 53]
e e et e D e R et ST TE DL Lt DRttt
| 86l 93| 100] 77| 84| 36| 43| 50| 27| 59|
e e s et s e e e e

1.5.4 6.3 Troisieme étape : échanges a gauche

Dans les m premiéres colonnes de C, on échange la premiére moitié et la deuxiéme moitié de la
colonne. Une exception a cela : dans la colonne 0 de C, on n’échange pas le coefficient de la ligne
m — 1 et le coefficient de la ligne n — m.

De plus, dans la colonne m de C, on échange le coefficient de la ligne m et le coefficient de la ligne
n—m—1.

On crée ainsi une nouvelle matrice D. Plus formellement, soient 7, j € [|0,n — 1]].

e Sim<j<n,D;;=0C,,

. Sil§j<meti<u,Dij
. Sil§j<metu§i,Dij
o Sii#Fm, Do =Clyypo-

o Sii#Fn—m—1,D;5=C;_y0-
° Dmm:C(
. D<n7m71>m:Cmm.

Clitu)j-
Climu)j-

n—-m-1)m-*

La fonction echange_gauche ci-dessous fait le travail. Elle modifie C' sur place.

[49] : def echange_gauche(C):
n = taille(C)
u=n//2
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m=(u-1)//2
for j in range(m):
for i in range(u):
if (i, j) '= (m, 0) and (i, j) != (u + m, 0):
Cclil[j] ,Cli + ullj] = Ccli + ul[j], C[il[j]
Clm] [m], Clu + m][m] = Clu + m][m], C[m] [m]

[50]: A = carre_magique_normal_impair(5)
print_carre(A)

[61]: B = doubler(A)
print_carre(B)

| 861 93| 100l 77| 84| 36| 43| 50| 27| 34|
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[62] : echange_gauche(B)
print_carre(B)

s e T e et e et Lttt
| 921 99| 11 8| 15| 67| 74| 51| 58| 65]
s it e e I Attt e e e e
| 98] 80l 71 14| 16| 73| 55| 57| 64| 66]
e it e e s e Tt sttty sttt ettt
| 4| 81| 88l 20| 22| 54| 56| 63| 70|l 72|
R S R e e e ettt e e
| 85l 87| 191 21| 3| 60|l 621 69| 71| 53|
R B it It et e e
| 86l 93| 251 2| 9| 61| 68| 75| 52| 59|
-ttt ————
| 171 24| 76| 83| 90| 42| 49| 26| 33| 40|
-ttt ————
| 23] 5| 82l 89 91| 48| 30| 32| 39| 41|
-ttt ————
| 791 6l 13| 95| 97| 29| 31| 38| 45| 47|
s e et et e e e D s e it LE Lt
| 10l 121 94| 96| 78| 35| 37| 44| 46| 28]
e e et e D e R et ST TE DL Lt DRttt
| 11| 18| 100] 77| 84| 36| 43| 50| 27| 34}
e e s et s e e e e

1.5.5 6.4 D est un carré magique normal

Proposition. La matrice D est un carré magique normal de taille n.

Démonstration. Nous avons déja prouvé que B est un carré normal. De la, C, puis D le sont
aussi. Il nous reste a montrer que la matrice D est magique.

Commencgons par le plus simple, les somme des coefficients des colonnes de D. Comme les échanges
faits pour passer de B a D ne modifient que 'ordre des coefficients dans les colonnes, il suffit de
raisonner sur B. Soit j € [|0,n — 1|]. Supposons tout d’abord j < u.

On a

Yo Dij = X, B
= E:z;;f%j‘*Ejz;jfﬁj
Ziz_ol Aij + Zz:ol (Aij + 3u2)
20(A) + 3u?
u(u?® + 1) + 3u3
u(4u? + 1)
= In(n?+1)

Si j > w, un calcul analogue fournit le méme résultat.
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Passons aux lignes de D. Soit i € [|0,n — 1|]. Il y a un certain nombre de cas & considérer :

e 0<i<u—1leti#m

e 1 =m

e u<i<n—leti#tn—1—m
e i=n—1—m

Nous allons traiter les deux premiers cas.

Cas1:0<i<u—1leti#m. Ona

u+m+1

Z ZDwZDw Z b+ S b,
Jj= J=ut+m+2
La premiére somme est
m—1 m—1 m—1
D;; Z (A;; +3u?) = Z A+ 3mu?
j=0 j=0 j=0
La deuxieme somme est
u—1 u—1
D A
j=m j=m
La troisiéme somme est
u+m+1 m—+1 m—+1
Y Dig= (A +2u?) =Y Ay +2(m+2)u’
Jj=u j=0 j7=0
La quatrieme somme est
n—1 n—1
Y. D= D (Ay+u?) Z Aij+ (m = 1)u?
j=ut+m+2 j=m+2 j=m-+2

En ajoutant le tout, il vient

Z;:olDij = ZFO Ay + 3mu? +Z“ ! A”+Zm+1Aij+2(m+2u +3"
= 20( )—I—(6m—|—3)
o(A) +3u
n(n? +

ja m+2 i+ (m—1)u?

|
ww N

)

Cas 2 : i = m. Les calculs sont a peu pres identiques a ceux du cas 1, avec un petit décalage. On
a, en reprenant certains des calculs faits dans le premier cas,
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n—1
Zj:() ij =

= 20(A) + (6m + 3)u?

= In(n?+1)

Pour finir, il reste & examiner les diagonales. Nous traitons la diagonale principale, le lecteur se

Dmo + Z;mzl ij + Z;L:m+1 ij + Z;:LJ”* ij + Z
= Ao+ (7 Ay +3mu?) + (T Agg) + (27 Ay +20m+2)u%) + (2

fera une joie de faire les calculs pour I'autrre diagonale. On a

-1
Z?:o Dy =

oD+ 20
“1
- §:?l0<A¢i+_3u2>+_§:Zmn+l

u—1
1=m-+1

= 20(A)+ (6m + 3)u?

In(n? +1)

1.5.6 6.5 Le code final

La fonction carre_magique_normal_pair prend en parametre un entier n de la forme 2(2m + 1)

1 -1
Dy, +‘§:::Zn+ Dy +327

n—1

i=utm+2 0

ou m > 1. Elle renvoie un carré magique normal de taille n.

[63]: def carre_magique_normal_pair(n):

[54]:

u=mn// 2
A:
B = doubler(4)

echange_droit(B)
echange_gauche (B)
return B

C:

carre_magique_normal_pair(14)

print(est_carre_magique_normal(C))

print_carre(C)

carre_magique_normal_impair (u)

A@i+-§ZZ§f(A¢¢+—u2)+-§3”*1

i=m+2

D

j=u4+m+2 " mJ

(A;; +2u?)

True

B e T e B Eate S s ettt S
| 177 186] 195]| 1] 101 19| 28| 128| 137| 146] 99| 108| 68| 77|
B e S it S R A B s S &
| 185| 194]| 154| 9| 18| 271 29| 136| 145| 105| 107| 116| 76| 78|
s M S s Tt AT s K S e
| 193| 153| 155| 17| 26| 35| 37| 144| 104| 106| 115| 124| 84| 86|
s e S e St et L B e B e e 5
| 5| 161| 163| 172| 34| 36| 45| 103| 112| 114]| 123| 132| 85| 94|
Fo—— e ———}
| 160 162| 171 33| 42| 44| 4] 111 113]| 122| 131] 140| 93| 53]
B e B B s s T e B s e TR
| 168| 170| 179| 41| 43| 3| 12| 119] 121| 130| 139]| 141| 52| 61|
B e T B e tat T e e it T e e e
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n—1
j=m+2" "

A+

J



| 169] 178] 187| 49| 2| 11| 20| 120] 129| 138| 147| 100l 60| 69|
s S s T B s St S e

| 301 39| 48| 148| 157| 166| 175 79| 88| 97| 50| 59| 117| 126]|

[55]: plot_matrice(C)

1.6 7. Le cas général

Théoréme. Soit n € N* un entier différent de 2. Il existe un carré magique normal de taille n.
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Il est en effet maintenant facile de créer des carrés magiques normaux de toutes les tailles (sauf 2,
évidemment). Soit n > 1.

e Sin =1, cest facile.
e Sin > 3 est impair, on sait fabriquer un carré normal de taille n.
e Sin >4 est le double d'un nombre impair, on sait également faire.

e Sin >4 est un multiple de 4, écrivons n = 4km, ouk >1et m>1n’est pas multiple de 4.
Soit A un carré magique normal de taille 4.

— Si m = 2, alors m est impair ou m est le double d’un entier impair différent de 1. Soit
B un carré magique normal de taille m. Alors, C = A® ... @ A® B (ou A apparait k
fois) est un carré magique normal de taille n.

— Sim = 2, alors n = 4% x 2 = 4¥~1 x 8. Soit B un carré magique normal de taille 8.
Alors, C = A® ... @ A® B (ou A apparait k — 1 fois) est un carré magique normal de
taille n.

[66]: def carre_magique_normal(n):

if n == 1: return [[1]]
elif n == 2: raise Exception('Pas de carré normal d\'ordre 2')
elif n 7, 2 == 1: return carre_magique_normal_impair (n)
elif n J, 4 == 2: return carre_magique_normal_pair(n)
else:
k=20
while n % 4 ==
k+=1
n=mn//4
¢ = [[1]]
for i in range(k - 1): C = produit(C, carre4)
if n ==
return produit(C, carre8)
else:
C = produit(C, carred)
if n % 2 == 0: return produit(C, carre_magique_normal_pair(n))

else: return produit(C, carre_magique_normal_impair(n))

Dans la cellule ci-dessous, on appelle carre_magique_normal pour tous les entiers n entre 3 et
150. On vérifie que les résultats sont effectivement des carrés magiques normaux. L’évaluation de
la cellule devrait simplement afficher ok.

[67]: for n in range(3, 150):
C = carre_magique_normal(n)
if not est_carre_magique_normal(C):
print(n, end = ' ')
print('ok"')

ok

[68]: plot_matrice(carre_magique_normal (32 * 13))
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1.7 Appendice - Combien de carrés magiques ?

Il y aurait encore beaucoup de choses a dire sur le sujet, mais ce notebook est déja d’une longueur
terrible. Signalons, pour terminer, que pour n > 6, le nombre de carrés magiques normaux de taille
n n’est pas connu a ’heure actuelle. En notant C,, ce nombre, on a les valeurs suivantes pour

n < 5.

n [1]2]3] 4 | 5
C, |1]0]8]7040 | 2202441792

On a obtenu, par des méthodes probabilistes, une estimation de C,, pour des valeurs de n
supérieures. Pour n’en citer que deux,

Cg ~ 1.42 x 1020

Cyo =~ 5.3 x 102057
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1.8 Et maintenant ?

Nous avons dans ce notebook décrit un algorithme permettant, pour tout entier n > 3, de déter-
miner un carré magique normal de taille n. Cela dit, pour un entier n fixé, notre algorithme
renvoie toujours le méme carré, ce qui est un peu frustrant : notre algorithme est déterministe.
Serait-il possible d’écrire un algorithme randomisé qui renvoie a chaque appel des carrés magiques
différents ? La réponse est oui. Dans le notebook suivant nous verrons comment ’algorithme du
recuit simulé permet de faire cela.
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